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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背京 F ， 闻内的 A 等学校大 fi 
采用了翻译过来的苏联数学教树.这些教材体系严密，论证严灌，有效地帮助了靑年 
学子打好扎实的数学基础，垴养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，闻内幵始 
编纂出版的大学数学教材逐步代柙了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
存苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
浈 物继续发挥著作用.客观地说,从解放初一迕到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
搞养我 ㈤ 岛级专门人才中发挥了 m 要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以來，通过接触并引进在体系及风格 h 各有特色的欧关数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，史没有及时地进行跟踪，能看 
悌俄文数学教材原 著的人 也越来越少，亊实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中闻工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的髙度重视.会后高等教疗出版社和数学天元基金一起遨请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质 M 、 促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由髙等教育出版社组 
织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 




《俄罗 斯数学教材选 译>序 


主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版, 
面 B 已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条敢新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学索养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 

李大潜 
2005年10月 




中文版序 


我很商兴为我们的书 《非线 性动力学定性理论方法> (Methods of Qualitative 
Theory in Nonlinear Dynamics ) 的第一卷和第二卷的中文版写这个序.该书原来的思 
想和内容足俄文的，但是酋先是由世界科技出版公司 (World Scientific ) 于1998年和 
2001年出版英文版，再由计算机研究院出版社 (Mhcthtyt KOMnbioTepHux wccjie- 
AOBaHMtt ) 和有序与混吨动力学出版社 （Regular and Chaotic Dynamics ) 分别于 2004 
年和2009年从英 文翮渾 回到俄文版,感谢商等教合出版社现在出版中文版.这样，对 
木书的读荇将有史多的科学语言可使用. 

本书系统地讨论 f 动力系统简单极限集的所有主要分支，这些极限集包括稳定 
平衡态，周期轨道和不变环面.但是 m 点是对高维系统中的大范闱分支一同宿分 
支和异宿分支的讨论.通常这种无形解是大部分非线性系统中复杂动力学的主要组 
织中心 . 我们对同宿研究所用的关键方法都得到了严格的论述且具有完全的一般性. 
我高兴地强调大范围分支的丄 ft 箱中的大部分工具在这里即在 Nizhny Novgorod (以 
前的 Gorky ) —大家引以为豪的世界基名的 Andronov 非线性振动学派的基地得 
到了发展. 

这本特別偏爱数学技巧的严格的教科书为大学生和研究生水平的数学课程打下 
了坚实的基础.本书也可作为 T 程或者任何其它非线性动力学交叉学科的参考书以 
及一本十分透彻的自学教材.书中包含有大 S 的迄今为止还没有在教科书中出版的 
大范围分支材料.其中包括许多第一次详细阐述的新奇分支，例如蓝天突变以及鞍 
点和鞍-焦点之间的各种同宿连接和异宿连接.这些新颖分支现在已经在非线性动 
力学的各种应用，例如在神经科学、 咲学、 化学和流体力学中被广泛地发现.本书已 
经被横跨欧美和俄罗斯的大学中普遍地作为动力系统的教材，当然我也希望这个趋 
势将延伸到中国. 




现今中国正在崛起.当我于2002年接受遨请在北京的世界数学家大会上递送 
题为《分支理论与奇怪吸引子 > 的报告而访问这个国家的时候亲眼目睹了她的指数 
式飞速增长.我想这个国家如果没有科学和研究的发展，那么她的经济的显著发展 
也是不可 能的. 一个明显的迹象是在纯粹数学与应用数学、物理和生命科学的中国 
研究的各种不同顶级杂志大量增长.我希望用中文母语出版的我们的这两卷书将进 
一步鼓舞和培养中闰新一代的非线性动力学家. 

最后，我仅代表合著者感谢金成桴教授为我们全书所作的出色翻译工作. 


Leonid Shilnikov 
Nizhny Novgorod 
2010 年 6 月 



译者序 


由 W 际著名动力系统专家 L . siiilnikov 等四人合写的这部（非线性动力学定性理 
论方法》一书共分两卷（中本版按英文版 Methods of Qualitative Theory in Nonlinear 
Dynamics , World Scientific 出版社出版的第一卷 (1998), 第二卷 （2001) 翻译. 该书 
现已出版俄文译本，第一卷 (2004), 第二卷 (2008). 本书玷前苏联著名 Andronov 非 
线性振动学校继 Andronov , A . A ., Vitt , A . A , 和 Khaikin , S . E . 的《振动理论》， 
Andronov , A . A ., Leontovich , E . A ., Gordon , I . E . 和 Maier , A . G . 的《平面动力系统 
分支 理论》 以及 Andronov , A . A ., Leontovich , E . A ., Gordon , 1. E . 和 Maier , A . G . 
的 《平面 动力系统理论 > 等著名著作（原书都为俄文版，现在都有英 文版） 后又一部 
关于非线性动力学理沦方法的优秀著作.该书除介绍平面动力系统分支理论的:敢耍 
结采以外，主要 以严逋 的数学理论为基础，介绍岛维动力系统（连续和离敗）的定性 
理论和分支理论.其介绍的理论和方法介于基础教科书和抽象动力系统理论之间. 

由常微分方程和映射(包括微分同胚）定义的动力系统的商维分支理论在上世纪 
60年代开始得到了很大发展，特别是那时 出现了 这种系统的混沌解.为了研究这种 
以前没有发现过的新现象的发展规律.必须对岛维分 支问题 作系统而细致的分析.但 
是高维定性理论和分支问题比平面情形复杂 得多. 平面系统由于有著名的 Poincar 6- 
Bendixson 理论，它们的极限集相对比较简单，高维悄形躭不一样，其不变集除了平 
衡态、周期轨线、鞍点分界线连接以外，还可以有其它更加复杂的不变集，如奇怪吸 
引子等. 

本书作者用新的方法详细阐述了由常微分方程和映射（包括微分同胚）定义的 
系统的高维定性理论和分支问题.他们从对平衡态和周期轨线邻域内线性化系统的 
特征值作更细致分划幵始，详细分析了平衡态和周期轨线（特别是与混沌性态有关 
的商维空间中的鞍点，鞍-结点，鞍-焦点等各类，各类同宿回路和异宿环）邻域内 




的轨线性态，用他们的边值问题新方法分析局部和大范闱各类不变流形（包括不变 
叶层）的存在性、光滑性.最后详细并严格地讨论了各类局部分支和大范围分支（包 
括余维2分支)，其中包含有通向混沌道路的分支. 

本书对有关问题的发展历史，与实际问题的联系介绍得很清楚，对问题的来龙 
去脉也介绍得很详细.书中用到较高深的数学槪念一般都有说明，定理证明大多比 
较细致.但必须指出，书中有些公式和分支的推导是借助于有关计算机软件得到的， 
用通常的分析方法一般很难办到.读者开始接触时不要被搞得望而 生畏. 欲知其详， 
建议读者可参考译者不久前翻译并由科学出版社出版的库兹涅佐夫著的 < 应用分支 
理论基础》 (2010 版）一朽，那里对分支理论的数值分析有较详细的介绍，并有一些 
爲体计算例子，例如，如何用 MAPLE 命令计算 Hopf - Hopf 分支的 Poincar 6 规范形 
以及用其它专适用于动力系统分支理论的软件计算分支曲线等. 

还值得一提的是本书两#的序言写得特别详细，这在一般著作中也是少有的，特 
别是第二卷，作者花了相当大的篇 W 介绍非线性动力学有关课题的发展历史以及各 
章内容，读者可以经常回过头来反复 杏肴. 另一个值得注意的是全书后而的例子、问 
题与练习，这部分内容特别对于剛开始做研究工作的读者很有参考价值.书中列举的 
问题+少来自有关 文献. 例如对以本书作#之一 L . O . Chua 名字命名的 Chua 电路 
的详细分析，它是继 Lorenz 方程出现混沌性态后又一个来自实际问出现混纯现象 
的系统.书中对每一个问题的研究分析都提出了详细的方案，对有些作为例子的问题 
还作了细致的讨论.这也是对各政正文很好的补充 • 

本书有些内容是本书第一作莕 L . P . Shilnikov 本人在 Nizhny Novgorod 大学应用 
数学与控制论研究所微分方程系30年来教授“平面定性理论”课程（一学年）的教 
材.对于要学习高维定性理论和混沌理论的高年级学生和研究生来说本书无疑是一 
本难得的好 教材. 当然，对于那些从亊非线性动力学研究工作的工程师、学者和专 
家,本书也是一本有价值的参考书. 

对于不同水平和不间要求的读者可以选读本书的不同内容，对初学养最好同时 
补充一些本书没有介绍而在非线性动力学中很甫要的相关内容，例如平面定性理沦 
的基本知识，不变环面上轨线性态的 Poincar 6* Denjoy 理论以及箸名的 Smale 马蹄 
等.动力系统中一些著名定理，如 A - 引理、封闭性引理等都作了介绍并给出应用. 

本书的第一卷对全书是引论性的，主要介绍常微分方程和动力系统的基本概念， 
结构稳定平衡态（特别对鞍点）和周期轨线附近的性态、不变环面以及局部和大范围 
中心流形定理 • 第二卷是本书的重点,介绍结构稳定系统、 Morse ^ Sraale 系统、平衡态 
的第一、第二、第=临界情形、弱共振和强共振、平衡态和周期轨线(包括鞍-结点， 
鞍-焦点周期轨线）的局部分支和大范围分支以及通往混纯动力学的一些分 支在最 
后的例子、问题和练习中特别介绍了有关方程， Henon 映射 Khorozov-Takens 
方程， Hindmarsh - Rose , Shimizu - Morioka 等模型和 Chua 电路等的详细分析. 

本书翻译过程中改正了原书的一些错误 • 由于原书是由不同人执笔写成的，每 



译者序 


人写作风格和所用数学名词都有所不同，译文在忠实原文的原则下尽里做到统一和 
通顺易懂. 

最后，感谢 L . P . Shilnikov 教授为中文版写的热情洋溢的序，也感谢 Anclrey 和 
我对本书一些问题的多次讨论和对为中文版序所提供的帮助.感谢高等教宵出版社 
编辑李鹏的热心支持与帮助和责任编辑蒋青的认真负责仔细的辛勤劳动.另外，也 
要感谢我龙子何燕俐对我这项工作自始至终的理解支持和关心. 

金成桴2009年12月 



第二卷引言 


下面几章我们叙述 n 有简单动力学的动力系统的分支理论.过分强调分支理论 
在非线性动力学中的作用有一定的困难，理由非常 简单： 分支理论的方法是由研究 
动力学模型的成套工其箱组成.除此以外，分支理论还为不同科学领域的学杏们 
提供 -- 种通用逬荮，以便他们之间沟通和交流思想以及彼此理解各中间学科之间的 
讨论. 

分支理论研究当系统参数变化时相空间的改变.大体上，分支理论的«正槪念 
M 初是由 Henry Poincar ^ 在他研究一个&由度的 Hamilton 系统时提出的.但是，我 
们必须指出，当这个理论发展到现阶段时，他那个直观明 S 的定义就总觉得不够了. 
啦实上，我们徭要适 S 的数学基础去定义相空间的结构和结构的改变等槪念. 

第一个尝试创造这种数学形式化的足 Andronov 和 Pontryagin 在1937年的工 
作，躭是说,他们引人粗系统的槪念.一个系统为粗的，意味着任何一个与它充分接 
近的系统与这给定的系统是拓扑等价的.此外.共轭的同胚必须接近恒同.换句话说, 
两个系统必须有匹配的相图.对应的轨线只能相差很小. 

在同一篇论文中， Andronov 和 Pontryagin 还叙述了平面粗系统的充分必要条 
件.闵此，由于得到了必要的数学基础，许多非线性动力学问题可以用二维动力系统 
模拟. 

Andronov 和 Pontryagin 理论的主要论述将在本书的第七章第一节中叙述，作为 
本书第二卷的开场白.在那里我们也给出结构稳定性的定义（这是厲于 Peixoto 的). 
结构稳定性和粗性这两个槪念的主要差别是，对前者定义结构稳定性的共轭的同肝 • 
并不假设要接近恒同.从纯粹数学观点看,这是相当方便的，因为由定义立即得知结 
构稳定系统组成一个 开集. 即使从许多仅对结构稳定性所作的已知证明来看，粗性 
本身可以当作副产品从同一证明中得到.因此，这两个槪念的差别看来不是本 质的. 



第二卷引言 


注意，尽管如此，结构稳定性槪念在俄罗斯以外却广为人知，尤其在西方国家，因此 
本书将频繁地使用这一术语.不管怎么样，我们相信粗性概念原则上更合理，因为它 
给出由于参数的微小变化而引起现实过程的小变化的 Q 然反映. 

二维粗系统的高维推广是 7.4 节讨论的 Morse - Smale 系统.这种系统的〜系 
列极限集仅包含平衡态和周期轨道.此外，这种系统的极限集也只可能有有限个. 
Morse - Sraale 系统不允许有同宿轨线.平衡态的同宿回路在这里可不存在，因为它们 
是非粗轨线——平衡态的稳定与不稳定流形的交沿着同宿回路不能横截相交.粗 
的 Poincare 同宿轨道（周期轨道的同宿轨线）也不可能存在，因为由它们可推出存 
在无穷多个周期轨道. Morsc - Smale 系统具有与二维系统相似的性质，因而推测（上 
世纪六十年代以及之前）它们是所有光滑动力系统的空间中的一个稠集但是，动力 
学混沌的发现打破了这种理想化的图像. 

一个基本问题是“如何区别简单动力学系统和混沌动力学系统？”只有当我们 
能将某类轨线与可观察的物理过程对应时才能回答这个 问题. 我们从对拟煳期轨线 
(本书第一卷第4祅）研究分类开始. M 然这些轨线是非粗的，但被证明可以作为诺 
如拍频与脚制现象适当的模拟. 

拟周期轨线是 Poisson 稳定轨线的特殊悄形.后者 W 在动力系统理论中起过一 
次带头作用.因为它们组成一大类在 Birkhoff 意义下的中心运动（见7. 2 节 ). Birkhotf 
杓将 Poisson 稳定轨线分成许多子类.我们将在 7 . 3 节叙述这个分类的示意图.选枰 
了这个示意图作为基础，早在上世纪30年代， Andronov 即宥手搜集所冇已知的动 
力学运动类型，并与那些从物理实验可现察到的动力学运动相联系.由于他的讨论 
基于个别轨线在 Lyapunov 意义下的稳定性概念 • Andronov 不久就得出结论说，所 
有可能为 Lyapunov 稳定的轨线将取尽平衡态，周期轨进和概周期轨线（在有限维 
悄形 F 它们是拟周期和极限拟周期运动). 

闪此，我们自然地假设每一个有意义的动力学机制具有离散频率进.关于这 
点，我们好奇地注意到 Landau 和 rfopf 曾建议把具有充分多个独立频率的拟周期 
运动当作流体力学湍流的数学映象（假设这些频率的个数将随某个如 Reynolds 数等 
结构参数的增加而无限增加). 

所有别的 Poisson 稳定轨线在 Lyapunov 意义下是不稳定的.这些轨线如何才 
能成为动力学中的应用？将近30年后才得到 答案当 Lorenz 在 1963(87] 解释非线 
性动力学过程的复杂和混沌性态时 • 由个别不稳定轨线组成的稳定极限集的意义才 
被第一次认识到. 

在粗情形，这一类极限集（称为拟极小集，定义为非闭 Poisson 稳定轨线的闭包) 
的结构分析，可用 Pugh 的封闭性引理来 进行. 从这个分析（ 7 .3节）得出主要结论 
是周期轨道在粗拟极小集中是稠的.特别地•我们将看到周期轨道的个数为 无限具 
有这种极限集的系统称为复杂系统 - 

具有复杂性态系统的一个更鲜明的特征是出现 Poincar 6 同宿轨线，即当《 — 



± oo 时双向渐近于鞍点周期轨道的轨线.位于鞍点周期轨道的稳定与不稳定不变流 
形横截交集 t 的同宿轨道的存在性，导致相空间内无限多个其它鞍点周期轨道的存 
在性 （7.5 节). 

但是对于（相空间）维数大于2的粗系统（包含简单与复杂两类动力学）在动力 
系统空间中不稠.事实上，由此得知关键必须在其轨线中给出具有不稳定特性的非 
粗吸引极限集. 

这种集合的一个例子是出现在各种模型中的 Lorenz 吸引子.非驯嫌线吸引子 
(153|是另一个迷人的例子- 1 

两个奇怪吸引子之间的相似性是它们没有一个包含稳定周期轨道.而两者之间 
的差别•在 Lorenz 吸引子中所有 Poincare 同宿轨道都是粗的，而非驯吸引子的特 
征性质是山于同宿切触，粗与非粗 Pomcar 6 同宿轨道共存.两个吸引子的相似之处 
还在于它们都“集中”于一个粗平衡态•对 Lorenz 吸引子它是鞍点，对非驯吸引子 
则是鞍-焦点.在具有这些奇怪吸引子的其它形式的模遛中，我们可以在参数空间 
中选出存在性区域， K 中对应于平衡态同宿冋路的参敗值是个 稠集. 

要想完全理解如此复杂的现象•不通过基本分支（局部的和大范围的）的知识是 
不可能的•第8教评述这个理论的一般槪枳.我们按照 Andronov 与 Leontovich 的 
先驱性 J : 作，从分析 M 简单的二维非粗系统开始.他们实现了对平面极限环所冇主 
要分支的系统分类，一共分成四个 子类； 即极限环产生于： 

(1) 简单弱焦点， 

(2) 简中半稳定极限环， 

(3) 简申鞍-结点的分界线回路，以及 

(3) 鞍点的分界线问路，鞍点处向 M 场的敗度不为零- 

Andronov - Lcontovich 的分类利用了一^附加的槪念即所谢非粗度.这个理论进 
一步的发展还导致了另一个方向 • 即对原有分支选取余维1的分支集以及在一般悄 
形选取任意（当然是有限的）余维分支集.此外，尽管在给定冇限余维分支曲面的连 
通分支上的所冇二维流都是拓扑等价的 ( Leontovich - Maycr 定理)，但此结果对高维 
悄形不再成立 • 

这个结 果厲于 Palis , 他找到具异宿轨道的二维微分同胚，在它们的点上，一个 
鞍点不动点的不稳定流形与另一个鞍点不动点的稳定流形有二次切触，只要某些连 
续不变萤的值相同，则这些微分同肝局部拓扑共轭.这些连续不变值称为模数另外. 
一 些出现拓扑共轭模数的非粗例子在 8.3 节介绍. 

令人惊奇的是，即使余维1的非粗系统也可以有无穷多个模数当然，由于非 
线性动力学模塑是由具有限参数集的动力系统明显定义，这就产生了一个新障碍, 
使得经典分支理论用 不上. 虽然余维1同宿回路情形没有带来任何原则性问题，然 

—1这个吸卩|子的讓线雜来自鞍焦点 （2,1) 的同宿回路，并以它所构成的骨架出现•它的 
非驯性是由于同时存在不同拓扑型的鞍点周期轨进以及粗和非粗 Poincar 6 同宿轨道. 
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而余维2或更高余维情形就有更少的平凡性，例如，在包含鞍-焦点的同宿或异宿 
环情形，其中分支图的构造直接由相应模数的特殊值确定. 

因此，如果没有模数就不能迸行完全的分支分析，那研究动力学模型的 An ¬ 
dronov 方法 （8.4 节）就必须予以纠正.但我们注意到，如果某些更精细的现象可以 
不考虑，或者问题被限制在对诸如平衡态，周期以及拟周期运动等非游荡轨道的分 
析时，具有简单动力学的系统的主要分支研究，在有限参数族及某些合理要求的框 
架内仍有其现实意义 （8.4 节). 

我们顺便指出，对于具复杂动力学的系统情况变得完全不同.在大多数悄形（至 
少在出现同宿切触时)，由于基本参数控制了分支，引人模数躭是必然的了(见 [63]). 

虽然二维系统极限环的典型分支理论已被 Andronov 与 Leontovich 早在上世纪 
30年代就创造出来了 2 ,但对高维系统的期轨道与平衡态分支理论的系统发賊，仅 
在它们的结果得到科学界应用以后才开始 （ Hopf 在 I 942 年的工作也许仅仅是个例 
外) • 

二维分支的直接推广不久以后就取得进展有些工作均为自然的修正，例如，周 
期轨进的二维不变坏面分支.另外，高维空间中同宿回路分支并不总是仅产生周期 
轨道也成为明 a 的取实.一个长时间未获解决的问題是.能否存在 w 期轨逬的其它 
余维1分支？至今只有一个与 [1521 中找到的所谓“蓝天突变”有关的新分支在最近 
才被发现.所有这些商维分支将在本书第二卷详细论述. 

在第9荩与第10章中我们考虑结构不稳定 Y •衡态与周期 轨道. 这些极限集的 
分支将在第11眾中研究.这三章厲歹局部分支理论.局部分支的结果在文献中都冇 
很好的介绍，且这个理沦继续在迅猛发展.因此在这里我们将限于详细研究这类分 
支的箪本情形.首先.对于特征指数不在虚轴上的分支平衡态，假设其特征指数严格 
位于虚轴的左边.在虚轴上则假定存在单个零指数 3 ,或一对复共轭纯虚指 数对周 
期运动也作类似假 设：乘 子若不在单位阏上，则它们必须在单位岡内，在单位脚上的 
由单个乘子+1或-1，或一对复共轭 (0 < V ? < ^)组成.在这些情形中相应的 
分支都相当简单，因而可能不需对非线性项多加限制 • 

对于特征指数的谱作这些假设的理由非常淸楚：我们将特别关注平衡态与周期 
运动稳定性的消失问题以及由稳定性消失带来的分支问题.显然这些问题是非线性 
动力学的主要内容. 

当然，线性部分有较高退化性的悄形也是非常有意义的.例如，具有三个特征 
指数 0 ,± iu 或具有两对纯虚指数 土仏;丨，士 h 等的平 衡态. 对这些余维2情形，典型 
地是将相应的（截断）规范形化为具有限个参数的二维系统.这些规范形的系统研究 
在 [21,40,64,82] 中有叙述. 

但是我们必须记住，截断规范形并不永远能保证原来系统动力学的完全里建 

2 见 A n d ron ov，Vitt 和 Khaikin^T 《振动 理论》 的第一版序言(在四 3 7 年的印刷中没有 Vi« 
名字). 

3 在 13.2 节对二 重零特 征指数的悄形作了部分考虑 




例如，当截断规范形具有额外的对称性时，原则上，如果我们放回略去的高阶项则这 
种对称性可能遭到破坏，甚至还会导致在参数空间的某个区域产生混沌.这些区域 
在余维2分支点附近的形状非常狭窄，但当我们从此分支点移动一个有限距离时，其 
大小将迅速扩大. 

线性部分高阶退化（从余维3开始）的意义在于这个有效规范形变成三维，而 
且可能呈现所谓瞬时混沌的复杂动力学，即使对规范形自身也如此.这样的例子包 
括具有三重；特征指数以及完全和不完全 Jordan 块的平衡态分支规范形，这种情形 
可以分别存在蜾旋奇怪吸引子【18),或者 Lorenz 吸引子 [129) (后者要求额外的对称 
性).由于我们将集中考虑简单动力学，所以本书不包括这些专题. 

在我们叙述局部分支时，所用的关键方法是基于中心流形定理和不变叶层技巧 
(见第一卷 5.1 节).假设无特征指数位于虚轴的右边（或无乘子位于单位圆外)，这允 
许我们引人一个光滑简化技巧，将系统化为一个非常方便的“标准形”.本书将使用 
这个简化法同时研究稳定性边界本身的局部分支以及通往稳定性边界的大范围分支 
(12 章) 4 .这些大范围分支与这样的事实冇关；与在平衡点的稳定性区域的任何边界 
上平衡态都得到保持不同，刑期轨道在稳定性边界上可能不存在.特別地,煳期轨道 
在下列悄况下可能消失： 

(1) 它收缩到一个平衡态， 

(2) 在它1：面突然出现一个鞍-结点平衡态， 

(3) 鞍点平衡态附冇同宿回路，以及 

(4) 当趋于稳定性边界时周期轨道的周期和长度都变成无穷，这时产生蓝天突 
变，与同宿分支不同的珐，在蓝天突变里不含有任何平衡态. 

在12奄中我们将研究鞍-结点平衡态与周期轨道消失时的大范闱分支.首先 
我们介绍 Andronov 和 Lcontovich 一个关 F Y lftf 上从按 -结点 分界线冋路产生稳定 
极限环的定理的岛维类似•与 U 30! 中原来的证明比较，由于我们用了不变叶层技巧， 
证明被大大简化.我们还考虑鞍-结点平衡态的同宿回路进入结点区域边界的情况 
(非横截情 况〉. 

Andronov 与 Vi « [14|在研究无线电 I ：程中从同步到拍频调制的过渡时，发现了 
鞍-结点分界线 N 路分支.特别地，他们研究了周期强迫的 van dcr Pol 方程 

x -/ i(l - x 2 )x + ulx = fiA sin ut , 

其中 / i 《1，和 u ; 0 - u ； 〜 m . 他们证明了这个方程的平均方程存在鞍-结点分支，以 
此解释从稳定平衡态到周期运动的简单过渡.但是.平均方程的极限集与原来方程的 

一一4在一般悄况下，如果进中 存在& 和不稳定特征措数，或是络定与不稳定乘子，则要感谢在 
中心流形上的简化，场部分支问题并无任何特别困难因此.从第 9-11 章中的图仅萡要作 一些小 
修改.即将不稳定方向改为稳定方向，或荇在空间中附加一个流出方向•但读者们都明白，由于化 
为标准形时在•般悄况下并不总是光滑，所以不能 S 接应用到对某些大范闹分支的分析（例如鞍- 
鞍乎衡点或鞍-鞍周期轨道的消失 
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极限集之间的对应问题那时没有解决. Andronov 与 Vitt 在他们后一篇文章 [15] 中 
又回到这个问题，他们在这篇文章中利用 Poincard 的小参数方法证明了平均系统的 
粗平衡态与原来系统的周期轨道之间的对应问題.后来， Krylov 与 Bogolyubov [81] 
证明了平均方程中的粗^期轨道与原来系统中的二维不变环面之间的对应.于是，对 
原来系统从同步到调幅的过渡的严格解释，需要对在鞍-结点周期轨道消失时可能 
产生的不变环面分支进行研究. 

鞍-结点周期轨道消失时的大范围分支问题的一般提法是：假设存在鞍-结点 
周期轨道，且其它一切轨线当 t — _ oc 时，都趋于这个周期轨道.而当 t - +00时， 
它们都沿某中心流形趋于此周期轨逬.换句话说，假设鞍-结点的不稳定流形州** 
从结点 K 域这边冋到鞍-结点轨道.在这种悄形下 或者： 

(1) 是二维不变流形，如环面或 Klein 瓶，或者 

(2) W u 不是 流形. 

如果系统有大范闱截面（当处理周期强迫自治系统时，这种截面总存在)，不稳 
定流形 VV - 将仅为环面.流形与此截面的交为闭曲线，该曲线在 Poincare 映射 
下不变.因此，出现下面两种可能的情形： 

(1) 曲线为光泔，以及 

(2) 曲线不光滑. 

如果鞍结点消失时该曲线光泔，则闭吸引不变曲线在截面上柑到保 持这个 
结果诚于 Afraimovich 与 Shilnikov [3]. 如采不变曲线不光滑，则情况本质上将变得 
史加 复杂，因为鞍-结点的消失现在将导致原系统脱离 Mor ^ Smak 类，即系统可 
具有笈杂结构. Afraimovich 与 Shilnikov 发现，如果所谓“大叶”或“小叶”条件满 
足，则存在对应于出现复杂动力学的参数 K 间序列.此结果随后为 Ncwhousc，Palis 
与 Takers [97] 所改进，在不用大叶条件但限制在一类特殊的承参数族中，他们证明， 
存在一个对应于横鈸 W 衍轨道的参数值序列（因此，永远存在对应于复杂动力学的 
区间序列).对于一般的申参族的这个分支， [151! 也得到一个类似的结果，它证明如 
果大叶条件满足，则对一切（/】、）参数俏，在鞍-结点消失后即出现 混沌. 反之，如果 
这个条件不满足，则复杂动力学的区间以及仅具简申动力学的区间（这时存在连续 
不变曲线}在参数轴上必须夂转存在. 

注意，简单性态与发杂性态的交矜 K 域的效应，在 van der Pol [1 M | 的灯光发 
生器的阆期强迫实验时第一次被发现我们打开无线电并从一个台转向另一台听 
到噪音特性时就出现这种效应).对这个 van der Po 〗 方程的第一个理论解释是由 
Cartwright 和 Littlewood 给出的 136]. 

我们将在 12.2 节，对鞍-结点的不稳定流形同胚于环面的结果作了简短 
介绍，并对不变环面在光滑情形得到保持的定理给出了 证明. 那里，我们对将问题有 
效地化为某个圆周&同态族（光滑不可逆映射）的研究发展了一般理论. 



当系统没有大范围截面时，鞍-结点的不稳定流形可能是一个 Klein 瓶 
(如果系统定义在 R'n > 4). 如果 Klein 瓶在分支点光滑，则当鞍-结点消失时它 
仍将继续保持.拓扑学上的理由是，在 Klein 瓶上将水远存在一对周期轨道，当原有 
鞍-结点突然出现时，两个轨道的长度都增长到无穷.几何上，这些周期轨道由于向 
前与向后的倍周期分支，其稳定性将改变无穷多次.如果在分支点 Klein 瓶不光滑， 
则就应该用大叶或小叶条件.前者在鞍-结点消失以后保证对一切小参数值存在复 
杂动力学.反之，小叶条件仅能保证出现复杂动力学的参数值区间序列的存在性.注 
意，不像 VV - 同胚于环面的情形，对于不光滑 Klein 瓶的情形，当小叶条件不满足时 
(“非常小叶”的情形)，对所有小参数值动力学可能为简单的.这些结果都在 12.3 节 
中叙述. 

对系统不存在大范围截面，且不为流形时，玎能会出现完全不同的情况.此 
时 （12.4 节}，在某些附加条件下，鞍-结点周期轨道的消失可使另一个（唯一且稳定 
的)周期轨道产生.与这周期轨逬靠近稳定性边界时，其长度与周期将无限增大.这 
个现象就是所谓“蓝天突变由于现在还没有发现物理模型出现这种分支，故我们 
• lfem —此不勿冰众 

注意在 n 4悄形，当 n > 4时， VV « 的其它拓扑图像玎能会实现.这种鞍-结 
点分支 W 定会导致系统跑出妈有简单动力学的系统类之外.例如，在 I 】 39 , 1 S 2] 中证 
明，当鞍-结点周期轨迅消失后，即可出现 Smale - Williams 型的双曲吸引子 5 . 

在 Morsc - Smale 系统类中另一个典甩的余维1的分支（本书将不涉及）包括所 
荆鞍-鞍点分支，其中 ft 有一个零特征栴数（其它的均在左或右半平面）的非粗鞍点 
平衡态，与另一个具有不同拓扑类®的鞍点诹合.此外，如果鞍-鞍点的稳定流形与 
不稳定流形沿某些同宿 轨逬彼 此播截相交，则当分支点消失时,从同衍回路产生鞍点 
周期轨道.如果只存在一条同宿回路.则只有一条周期轨进从它产生，分别地，这个 
分支不至于使系统跑出 Morec - Smalc 类之外 • 但娃如果有多于一条同衍冋路，则在 
鞍鞍点消失后，将出现具有无穷多个鞍点煳期轨道的双曲极限集 [135]. 

当鞍-鞍点周期轨道（风一个乘子等于1,其余乘子均在单位圆之内或外）消失 
时也会出现类似的现象.如果鞍鞍点周期轨进的稳定与不稳定流形相交于（至少 } 
两个不变环面，则这种周期轨道的消失跟随着产生的极限集，其上光滑的鞍点不变 
环面的无限集是稠密集[6】. 

在第13 章 考虑鞍点平衡态的同宿回路分支.我们从二维情形开始首先，研究 
在一般情形（非零鞍点 M ) 以及在零鞍点置悄形分界线回路的稳定性问题' 接下来, 
详细研究任意有限余维悄形，其中将构造所谓 Dulac 序列，它允许我们用此序列中 
第一个非零项的符号来确定回路的稳定性 • 

对非-零鞍点量情形，我们介绍 Andronov 与 Lcontovich 冇关在分界线 IsJ 路分 

一" 5在 U39 ] 中考虑了鞍-结点环^消失 • 跟宥出现 An «« v 吸引子和高维螺线管吸引子的更 
一般情形- 

6 较自然的是仅考虑单脚稳 定性. 




支产生唯一极限环的一个经典结果.我们的证明不同于 Andronov 与 Leontovich 在 
[9] 中的原来证明，他们在那里实质上运用了平面拓扑.但按照他们的思路.我们将在 
最小光滑性 （ C 1 ) 的要求下给出证明 • 

零鞍点贵的情形是 E . A . Leontovich 在1951年考虑过的.她的主要结果将在 13.3 
节中介绍，但用不同的术语 重述： 在余维 n 的情形（即 Dulac 序列中前面 （ n - 1) 项 
恰好为零)，从平而分界线回路可以分支出不多于 n 个极 限环； 此外，这个估计是精 
确的. 

在同一节我们给在分支点具有第一个鞍点 S 为零和第一个分界线萤 （ Dulace 序 
列的第二项）不为；的余维2情形的分支图. Leontovich 的方法基于构造 Poincar 6 
映射，此法允许我们在不可定向的二维曲面上考虑同宿回路，其中分界线冋路的小邻 
域可以是 M 6 bius 带.我们在那里讨论两个情况的 分支敗 

13.4 节考虑高维鞍点平衡态的同宿回路的周期轨逍分支.首先找到产生期轨 
道的条件.这些条丨牛保证平衡态的不稳定流形必须是一维的，且鞍点 M 必须为负.事 
实上，确切的定理（定理 13.6) 是 Andronov - Leontovich 定理在高维悄形的直接推广. 
我们再次强调，与 Shilnikov 厣来的证明[130| 比较， 我们在这里的证明仅耍求向敏 
场具有 C 1 - 光滑性. 

接下来我们考虑鞍点的同宿分支，它的不稳定流形仍为一维的,但鞍点苗现在假 
设为正.不俅负鞍点 ft 悄形，在这 Si 我们需要对系统加上一些额外的非退化 条件实 
际上由这些条件得知系统存在稳定二维不变 C 1 - 流形，它或为柱面或焙 M 6 bius 带 
(这依赖于所消分界线 M 的符号).因此我们的问题本质上已化为 13.2 节中芩忠过的 
二维悄形.由于这个问駔是 13.5 节中考虑的史一般问尠 （ ffi 维不稳定流形悄形）的 
特殊悄形，我们更关注这个结果的几何背妖.这个方法与 Lorenz 吸引子的研究冇关， 
同时也与另一些商余维同宿分支有关. 

在结束本节时我们考虑不稳定流形为一维的鞍-焦点 N 宿冋路我们证明当鞍 
点 M 为正时，在鞍-焦点同宿回路附近有无穷多个鞍点周期轨进并存（定理 13 . 8 ). 

L . Shilnikov 在三维情形 [1311 发现了在鞍-焦点同宿回路附近的复杂动力学的 
存在性.后来， [132 j 中考虑了四维悄形 7 , |1加]中考虑了一般悄形. 

在 13.5 节中我们考虑鞍点同 宿回路 分支，但对它的稳定与不稳定流形的维数不 
作任何限制.我们证明一个定理.它给出从回路产生单个周期轨道的条件[1况]，并叙 
述（不给证明）鞍-焦点同宿冋路邻域内关于复杂动力学的一个定理在这里我们 
指出如何才能将非局部中心流形定理（第一卷第6章）用到简单鞍点，以简化我们 
对已知结果（定理 13.6) 的分析 • 

在鞍-焦点情形， [136] 的结果不能完全一般性地化到任何不变流形来 得到但 
是,一般地说（即在某些简单的非退化条件下）这个问題可化到三维或四维不变流形 
中的问题 1120,150]. 

7 这里 ， f 觸 » 共辦征指数 . 咖 8 场纖《桃 - 触处不为芩 . 
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13.6 节讨论鞍点同宿回路余维2分支的三个主要情形.这些情形都被 Shilnikov 
选择在 (138 J 中以解释如何从蝴蝶形同宿直接进行到 Lorenz 吸引子.后来，这些分支 
吸引了更多人的兴趣（见 13.6 节的参考文献).这里我们考虑的是具零鞍点量的鞍点 
同宿回路的离维情形，以及所谓的“轨道翻转 （ orbit - flip )” 与哪角翻转 ( inclination - 
flip )” 分支，它们均未导致复杂动力学.虽然相应的分支图已为大家知道（对倾角翻 
转情形见 (126, 77, 1291，对轨道翻转情形见 (1191， 对零鞍点昼情形见【99, 38, 77, 65]), 
但发表在这里的明显而完全的证明.可能是第一次. 

在 13.7 节中我们描述另外两个余维2的悄形，即8字形同宿分支与两个鞍点的 
异宿环分支.两者均在 Morse - Smale 系统类内考虑（对8字形同宿情形要求鞍点 M 
为负； 在异宿环情形，要求鞍点1必须为负，或者保证二维不变流形存在的条件必须 
满足). 这一 节的结果取材于：对8字形同宿是|148, 151, 50, 149], 对异宿环适 [121, 
122, 123, 124, 125]. 我们也介绍 A 有不同拓扑的异宿连接的另一些结果1况， 35) .对 
于包含两个鞍-焦点的情形，其分支阁的结构比两个鞍点连接的情形要复杂得多（即 
使两#均保持在简笮动力学内).按照【158】，在 8.3 节讨论鞍-焦点分支阉的梢细结 
构对连续拓扑不变 M (校数）的任意小变化所引起的敏感性. 

掖 / n - —章将集中 W 论平衡态与周期轨进在稳定性边界上过波的一般问题这些 
问题对于非线性动力学的主題有它的直接意义，特别是当有关装置中的工作参数的 
改变有可能将平衡点或者周期轨 m 推出稳定 k 域时，或坫3控制參数特意选#使尽 
可能讲近稳定性边界以便达到》大性能时.对驻定机制，相应的问题 Bautin 第一个 
在1949年发表的论文里鱿符涉及过.他将稳定性边界分为安全与危险两类.当穿过 
安全边界时，代表的相点不会离开分支出来的平衡态或周期轨道的小邻域，里然后 
者已成为不 稳定. 对于危险边界，相点从分支轨线的小邻域内破裂出来显然，在危 
险边界作 M 部分析是不合 适的： 我们在这里必须研究不稳定集在临界时刻是如何变 
化的.例如，如果稳定极限环依 附于鞍 点同帘回路， 敢要 的是要知进别的分界线的走 
向，因为它的 u ；- 极限集将成为这个系统新的动力学机制.但是，也可能发生另一些 
悄况，即在临界参数值，有多于一个稳定极限集包含在不稳定集的边界上（如果这个 
分支在 Morsc - Smale 类内，这些极限集为稳定平衡点或周期轨道).另一种选择则垃 
包含所谓动力学不确定稳定性边界，那里一个新机制的随机选择是作为自然动力学 
现象,作为动力学不确定性出现. 

有关分支理沦的沦文与著作数最非常巨大而且还在迅猛增松.本书考虑的某些 
问题， K 某些内容也反映在一些别的著作里（特别是参考文献中带 S 号的那些书)•但 
是,在许多研究大范围分支的工作里，我们强调在平衡态与周期轨道附近方程的光消 
线性化假设，我们经常这么做的目的只是为了取得最大的方便线性化假设要求没有 
共振，因为共振将导致对系统要附加无穷多个不必要的条件（或者，这些条件的个数 
开始为有限，而后随着系统维数的增加而很快增加).因此，任何一种基于线性化的 
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方法，对于动力学模型理论结果的充分应用都将遭到某些质疑 8 . 而本书介绍的这些 
方法将与这些问题无关.这要归功于我们在 Nizhny Novgorod 的研究小组发展的技 
术.它们应用于12章与13章的非局部分支.我们还要强调的是，我们只需要很小 
的光滑程度.或许这会使我们的分析更加复杂，但它保证和提高了我们的大范围分支 
结果的有效性和合理性.本书提供的方法也可应用于具有复杂动力学的系统，特别 
对具有同宿切触的系统|58, 59, 62|，还可见|100, 101]. 

感谢我们在撰写本朽时所得到的所有 帮助. 特别要感谢 S . Gonchenko , M . Shash - 
kov , O . Stenkin , L . Lcrman H J . Moiola . 我们还要感谢笑国海军研究所 （ EPFL ) 和 
瑞士联邦技术研究所 ( ETH ) 的慷慨支持 • 


经常会奶£ 辦隨 况， ㈤ ； 结驗辟 J ： 秘縛常 细膩, 并表达为动力 系统的 ••典 型” 
或.‘-般 ”族， 但气应 用于一 个特殊 MS 时却被 要求去验证它们的保证条件然而，强使一个研究 
者浪费时间和计算资源仅仅为了验证这些亊实上并+必要的条件，这是不公 平的. 



内容提要 


本书详细介绍作线性动力系统高缳定性理论和分支理论（觭部和大范围)。全书共分两卷。第 
二卷主要介绍高维动力系统的分支理论，共分8章和一个附录（例子，问埋和练习)，主要内 容有: 
结构稳定系统、动力系统的分支、平衡态和周期轨线的稳定性边界上动力系统的性态、通往稳定 
性边界的局部分支、鞍-结点平衡态以及周期轨道消失时的大范围分支、鞍点平衡态的 M 宿回路 
分支、安全和危险的榇定性边界。全书可作为大学数学系离年级本科生、研究生、教师的教科书 
和教学参考书，也供非线性动力学和动力系统其它方面的工程师、学生、教师、学者和专家学习和 
参考。 
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动力系统的定性理论起浼于19世纪的天体力学问题.正如我们知道的，从一般 
观点来肴，天体力学中的方程是一类特殊形式的 Hamilton 方程.其实，在那个时代 
还不特别笛要非保守系统的定性理论.尽管如此， Poi nC ar 6 创造了平面动力系统一般 
理论的要部分连同它的关键性结果.即极限环理论，还有 Lyapunov 创造了稳定性 
的一般理论.梢后，这两个数学评论于 1920- 1930 年在无线电的发明以及无线电工 
程的进一步发展中得到了应用. 

无线电工程中的动力学机制 是 ㈢ 激 振动.任何一个现实装鬣，如氖气忏或岚空 
矜，都宥可渊控的某个参数集.在实践中，对同一 装逋或 莕一系列类似的装置，它们 
对应于自激振动机制的参数值不能确切地确定. W 此，如果一个装置敢复出现类似 
的振动，这意味宥在某些误差允许范围内，参数的小偏差不会改变过程的定性特征. 
当然，系统的任何一个现实数学模坻也必须具有现实物理系统的这种性质. 

当一个物理系统可由平面动力系统适当模拟时，其确切的数学意义可给出物理 
学的“可筘性”面貌，这躭是 Andronov 所做的. 首先， 他应用 Poincar ^ 的极限环 
理论和 Lyapunov 的稳定性理论研究模型方程，这允许他和 Vitt 得以解释无线电工 
程中的许多现实现象.然后他将 Poincare 稳定极限环的概念与可观察到的被他称为 
“自激振动”的周期振动联系起来.此外， Andronov 引入“粗”环槪念作为稳定自激 
振动的数学映像，即在系统小的光滑扰动下得到保持的环. 

但是，超越了某个参数的变化范围，控制参数珥以导致振动机制的基本变化.这 
引起对动力系统相阁的定性改变.在 Andronov 富有远见的论文“自激振动理论的数 
学问题” [81 中，他强调振动机制分支的全面研究，要求从孤立的单个轨线（如极限环， 
或平衡态）到整个系统对粗性槪念作出解释.这个问题后来被 Pontryagin 和他本人 
解决.下面我们概述他们的平 面嚼” 系统理论. 
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7.1 平面上的粗系统. Andronov - Pontryagin 定理 

考虑平面上由方程 

x = X { x ) (7.1.1) 

定义的二维系统集.其中 X { x u x 2 ) 是定义在有界闭区域 GCR 2 内的 C •- （r > 1 ) 
光滑函数. 

在这个集合上引人下面的范数 

IWIci = ^ (imi + | 罔 ). (7-12) 

赋予这个范数后，这个系统集鱿变成 Banach 空间.记为0或后者强调对区域 
G 的选择. 

我们也可引入系统 A ■的 <5邻域为满足条件 

II 戈一 X\\ a < 6 

的所有系统戈的集合. 

定义 7.1 动力系统 X 在区域 G 内称为粗的，如采对给定的6： > 0,存在> 0 
使得: 

(1) 在 X 的 (5 邻域内的所有系统戈都拓扑等价于 X ,此外 

(2) 述立 这个拓扑等价的同胚 f 接近恒同映射，即两个对应点的距典小于& 

像在对粗性的原始定义中所做的，自然要对区域 G 的边界加上某些 假设： 
即 ac 必须珐与向燉场无切（即不与向 ft 场相切）的光滑闭曲线 1 .注意，对在紧光滑 
曲面上的动力系统情形，区域 G 恰好取与整个曲面取合，故没有出现在边界上的条 
件. 

定理 7.1 ( Andronov - Pontryagin ) 系统久在区域 G 内为粗的，当且仅当系 
统 

(1) 不存在特征指数在虚轴上的平衡态； 

(2) 不存在特征乘子在单位圆上的周期轨道：以及 

(3) 不存在从一个鞍点到另一个（或者到同一个）鞍点的分界线 • 

最后这个条件可另述为系统没有同宿和异宿轨线 • 

由上面的定理得知平面上的粗系统只可有粗平衡态（结点，焦点和鞍点）和粗极 
限环.对鞍点分界线，它们在向前时间或向后时间渐近趋于结点，焦点或者极限坏， 
或者经有限时刻后离开区域 

一^1这个条件可以减弱为允许在 L 冇有限个点与向量场有二次切触这时既没有周期轨道也 
没有分界线通过这些切触点应该作为第四个条件加到 Andronov-Pontryagin 定理 中去. 




7.1 平面上的粗系统 . Andronov-Pontryagin 定理 


显然，这个图像在光滑小扰动下得到保持.因此， 粗系统组成的开子集. 
此外，从下面叙述的基于旋转向 M 场的简单论述得知，如果X是非粗系统，则 
任给 <5 > 0存在与： Y 为-接近的粗系统 X. 换句话说， 粗系统构成中的稠密 

集. 

从 Andronov-Pontryagin 定理立刻得知 ，在 G 中的粗系统只可能具有有限个平 

衡态和周期轨道. 

平衡态、埘期轨道和鞍点分界线都是特殊 轨线. 将它们放在一起就确定一个概 
形.它是一个完全拓扑不变 M (细节见第1彥).容易得知与一个给定粗系统&接近 
的所有系统具有相同的槪形 - 

Andronov-Pomryagin 定理中的条件 （1) 和 （2) 的必要性是显然的.事实上，如 
果系统在 G 中为粗，则它必须在 G 的任何子 K 域内保持粗性.因此，选择小邻域使 
捋它包含平衡态，可得知对应于这个平衡态的系统也必须是粗的.对粗极限环类似 
的结论也成立. 

现在我们来解释在祖系统中为什么不存在连接鞍点的分界线 • 

将系统X写为形式 

i = P(l ' y)t (7.1.3) 

y = Q ( x , y ). 

考虑一个特殊的扰动系统乂 m 

x = P{x,y) + /iQ(x ， y )， （ 7 i 4 ) 

V = Q { x , y )- fiP { x , y ), 

其中 /i 足参数.注息到、 *1 P 变化时系统 (7.1.4) 的平衡态不移动.在其它任何点， 
和入 的相速度向13之 W 的交角珍由 


tan^ = 


Q-nP Q 

1 + 9-iig7g 
p + ^Q p 


(7.1.5) 


给出，即角必是常数 • 

由于这个性质，族 Xm 称为向贵场久经过常数角度的旋转.如果 M > 0,这个 
角度 为正； 如果^<0,它为负.因此，如果在 ^-0, 一个鞍点的分界线与另一个鞍 
点相连接1见图 7.1.1( a )], 则对仟意小的非零 M ， 这个连接将按如图 7.1.1 ⑼和 7.1.1 
( c ) 的方式分裂. 

类似地.如果在 /i == 0有鞍点分界线回路，它关于某个非零 P 分裂，如图 7 .1_2 
所示.我们狞到，向贵场的任意小光滑扰动将改变具有同宿回路或异宿连接的系统 
的相阁：这明显说明这样的系统是非粗的 • 
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m 7.1.1 («) B a 中两个鞍点之间在 /! = o 的非横 截异宿 连接，连接按两种方式 分裂： （ b ) Ai < 0和 

( c ) 只 > 0. 




图 7. L 2 («) 鞍点 的间宿 回路是结构不镥定的分界线性态:0>)回路之前和 （ c ) 回路之后. 

Andronov - Pontryagin 定理中条件的充分性证明完全依赖于 Poincare-Bendixson 
理论，这个理论给出平-面二维系统轨线的每一个可能类型的分类（见 1.3 节) .评悄 
可参考 [11,12]. 

Poincar ^ Bendixson 理论也坷用于柱面和二维球面上的系统.对另外的紧曲面如 
环面、麻花纽结环面（带柄的球面）等，其上可存在向最场，它除了有平•衡态和极限 
环还可具有非闭 Poisson 稳定轨线. 

非线性动力学中特别有趣的是二维环面上的流.考虑在环面上没有平衡态的系 
统，它可化 为岡周 上可定向的微分同胚 



0 = 0 + fo { 9 ) = f { 0 ) mod 2? r . 




引人度量 


7.2 中心运动的集合 


dist(/,,/ 2 )c* = maxdl/i^) - / 2 (^)!1 + ||/；W - /iWII), 

这些微分同胚的集合构成一个度量空间（按照第4章的 Mayer 定理的观点)，粗微分 

同胚在其上是稠密的. 

粗系统在二维可定向紧曲面上的系统空间内也稠，在这种曲面上系统为粗的充 
分必要条件类似 f Andronov - Pontryagin 定理.这种系统的理论被 Pcbcoto 所发展 
[107]. 这个理沦中的关键因素是证明在粗系统中不存在非闭 Poisson 稳定轨线（它们 
可用旋转向谊场排除). 

这里必须注意， Peixoto 用了一个不同的粗性定义 • 在平面系统的情形，它被_市: 
新定义 如下： 

定义 7.2 —个系统 X 称为在 K 域 G 内是结构稳定的，如果存在 *5 > 0使得 
当 ||X - X\\ c r < (5 时, X 和 X 拓扑等价. 

比较粗系统的定义,上面的定义有其好处：由此可直接得知结构稳定系统组成一 
个开集.对粗系统类似的要求仅由 Andronov - Pontryagin 定理 得知. 事实上 ， Peixoto 
llF . 明在定义 7.1 的意义下粗性的充要•条件与二维系统在定义7. 2 意义下的充要条件 
是一致的. 

粗性或结构稳定性槪念可老无问题地推广到商维情形.但巧我们葙要明确寻找 
粗性的充要条件时躭出现某呰其它问胧我们已经注意到， Andronov , Pontryagin 和 
Peixoto 本质上都用了正常的二维系统的 分类. 因此，我们必须在这里停止讨论，以 
便从动力系统一般理论中获得某些熟知的基本槪念和班实. 


7.2 中 心运动 的集合 

回顾20世纪二、二十年代的无线电工程，我们可以认为还有一些遗留问题要 
求借助于髙于二阶的动力系统来模拟.我们想知道除了周期运动，还有什么类型的 
振动运动在复杂的物理系统中 珂被观 察到，以及怎样的数学映象可以适当地反映它 
们.为解决这个问题,我们必须对所有可能的轨线进行全面的分类.第一步是从游荡 
点和非游荡点的选择开始.对在紧集上系统的这两类点的定义在第1章已经给出过 
下面我们将考虑系统 

i = X(x), 

其中在有界闭区域 G C R n 上久€ C 1 ， 区域 G 的边界由与向置场无切的… -1) 维 
光滑曲面组成，向 M 场在边界指向区域的内部，即进人 G 内. W 此，对任一点 e G ， 
在 t = 0从点 IQ 开始的正半轨线 x ( t , a ： o ) 有定义. 
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定义 7.3 

or 有 


点: ro 称为游荡点，如果它存在邻域1/使得对某个 r > 0和对所有 
Uf ] x ( t y U ) = 0 . 


其中，如前 


€€t/ 


由上述定义， 每一点 《 e U 也是游 荡点. 因此所有的游荡点的集合是开的.此 
外容易看出，若: TO 是游荡点，则对任何 t 点 x ( t , Xo ) 也是游荡点.因此，我们可称 
i ( i | t > o ； xo ) 为正游荡半 轨线. 此外，如果对所有 t < 0有 x ( t , x 0 ) € G , 即如果通过点 
10 的负半轨线整个地位于 G 内，则 x ( t , z 0 ) c<o 也将由游荡点组成.因此整条轨线 
x ( t t x 0 ) 也可以称为游疡的.由于明显的理由，游荡（半）轨线与我们曾经找到的运动 
类型未必有联系. 

从而我们将史关注非游疡点.即使从名字我们也可以预见它有某种“冋归性”. 


定义 7.4 

if 彡7•使得 


点： r 0 称为非游沫点，如果对它的任何邻域"和任何 r > 0,存在 


在这种悄形下，仟给序列八 — 00,珂找到序列 t _ „ — 00使得"无限多次冋到 
它自己 容秘看出，如果点: r 0 为非游法点，则对所有 t € (- oo,+oo) 有 x(t,x„) € G 
以及轨线上的任何点也是非游芘点. 

由于游获点集是开的，它的补集，即非游铼点集是闭的.用记它.我们证明 
在我们的假设下它非空.首先注意到，任何半轨线的&极限点集是非 空的. 这足从 
G 的紧性得知的. 

命题 7.1 任何轨线的 u； 极限点足非游荡点 • 

证明 设 x ( t , Jo ) 是半轨线， V 是它的极限点.令 U 是 y 的任意邻域选择仟 
意大的 f . 由于 y 是 u ;- 极限点，我们可找到两个仟意大的“和 < 2 ,使得1/1 = 
x (< i ， a ： o ) e " 和 w =的2，邳 ） e i /. 可设 > f . 于是得戈(*2-“， 

(这个交含有点 y 2 ). 因此, y 事实上是非游疡点 • 

逆命题不真.一般地,珥存在非游荡点，它不是任何轨线的 w - 极限点或《 - 极 
限点 • 

平衡态和周期轨道都是非游铼轨线.对前一情形，平衡态的任何邻域将永远包 
含此平衡态，对千周期轨道，由于周期性,它的任一点只不过无穷多次回到初始邻域 • 

非游荡点的一个中心子类是在 Poisson 意义下的稳定点. Poisson 稳定点的主要 
特征是，不仅它的邻域具有回归性而且轨线本身也具有回归性.下面所给的 Poisson 
稳定点的定义与第1章所给的定义略有不同，但与之 等价- 



7.2 中心运动的集合 


定义 7.5 点 初 称为在 Poisson 意 义下正向稳定 （ P + 稳定)，如果存在序列 
当 n -* +oc 时 +oc. 使得 


n llm o x(t n ,xo)=xo. 

换句话说 ，点: co 是它的正半轨线的 a ;- 极限点. 

负向 Poisson 稳定 （ P - 稳定）点的定义与上面的定义类似，只不过这里的 t „ — 
- oo . 点列既 />+稳定又尸-稳定，则称它为在 Poisson 意义下稳定. 

可以#出，如果: r 0 是/>， ( P -) 稳定，则它的轨线也是 ( P -) 稳定. 因此，我 
们可以把 Poisson 稳定的槪念扩展到半轨线和全轨线. 

重要的是区别 P'P- 和 P 稳定彼此之间的 关系. 事实上，从 1.2 节我们考虑 
过的一个二维环面上具有一个平衡态的系统的例子.它有 P+ 轨线以此平衡态为它 
的 a - 极限点，又有轨线其 a ; - 极限点也是它，环面上所有其它轨线都 Poisson 
稳定并稠密地覆盖此环面. 

让我们回到非游珑点集以:，我们已经知逬它是非空、闭的不变集（由整条轨线 
组成).槊合人 U 可视为动力系统的相空间， W 此珂以取复匕述方法构造在 内山 
非游铋点组成的集合 Mi . 敁然人<2 Q 就像人集合人< 2 也是紧不变集如 
果人1 2 = A^， 则人 f, 称为中心或中心运动集.我们考虑的二维结构稳定系统正疫 
这种情形. 

在一般情形下，我们有 


Mi DMj D ••- 3 M k 3 ••-- 

如果从某个 fc 开始有入 U = ，则人 1* 也称为中心， *： 称为中心运动的序数 

如果对任何 k 笮 M k * 则我们可引入集合 

OC 

=门人 U ， 

它是闭不变集 的交. 因此锒也是闭不变的.事实上，如果:^ € A ^， 则对任何 A : 
冇 x Q € Mfc . 所有都是不变的，因此对所有 t 和任何 fc 有 x ( t , x 0 ) e ，由此 
x(t,xo) G 

我们可以重复上面的过程而得到闭集的起限序列 

Mi D ••• D Mk 3 ••- 3 3 ••- o Ma 3 ••- - 

我们知道（根据有限维集合的 Cantor 定理)可求得一个可数数 o 使得= 
即这个过程 结束. 在这种情形下，是中心 . o 为序数如果 a 为有限数，称 
它为第一类超限 序数； 如果则称它为第二类超限序数. 
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看起来不可思议的是，具有第二类超限序数&的动力系统还确实存在. Mayer 
[93] 曾经证明，对仟何给定的第二类超限数 a , 存在一个系统，它的中心运动的序数 
就超过此超限数. 

对平面上的粗系统， Andronov-Pontryagin 定理给出 a = 1. a = 2 的情形发生在 
鞍点0具有分界线回路 r 的系统中，冋路是附近轨道的极限轨线（见图 7.2.1) 且是 
非游荡的.这里= V [ JO . 按照上述过程的第二步我们得到 _ M 2 = O , 即区域 G 
的中心极小化为平衡态. 



ffl 7.2.»铵点的 W 炻回路 ftK 内部轨线的极限 

为什么中心如此引人关注？首先，这是一个系统的所冇轨线在大部分时间里在 
那里逗 留的时间比在別处®长的银合.其次，这个中心已被 Birkhoff 定理所刻明 i . 

定理 7.2 ( Birkhoff ) Poisson 稳定轨线在中心运动的集合中处处稠密. 

这个定理有来已为 PoincarS 对保守系统的区域回归定理所知，即保积流和保积 
微分同胚能使得相空间的体积为 有限. 严格地讲，这是 Birkhoff 期错创迫中心运动 
的目的，即他希望从耗敗系统中指定出一个轨线集合，在这个集合上系统具有保守 
性态.例如，周期 轨线上 运动方程在法坐标下可写为 0 = 1 . 这个流保持弧的 长度. 
类似的情况也出现在被拟周期轨线稠密覆盖的稳定不变环面上.例如由方程 

0 = ip = Uf2 

刻阃的运动，其中⑽与 M 不可约 • 

最后，我们指出，读者可在 Birkhoff 的书< 动力系统>!311以及 Ncmytskii 和 
Stepanov 的书 r 傲分方程定性理论>[卵广中找到上述主题更深入的思想. 

7.3 中心运动的一般分类 


我们已经注意到，平面上的二阶结构稳定系统理论本质上是建立在 Poincarc - 
»此书有由王柔怀,伍卓群译,科^出版社出版的中译本——译者注. 




T .3 中心运动的一般分类 


Bendixson 理论和所有可能运动分类的基础上.下面的图表是由 Andronov 建议的， 
它描述了 Birkhoff 作出的运动的一般分类. 

所有运动 


1 

中心 

* 

1 

非中心 

i 

Poisson 稳定 

\ 

1 

Poisson 不稳定 

* * 

间归 雎平凡 

厂 

概周期 

* 

作蠼 周期 

厂 

姒埚期 

* 

i 

非期 
(极 W 扣埘期} 

厂 

m \ 

* 

非周期 

(寘 拟職 

4, 

icmw 

在上一节我们已经讨论了中心运动集从根本上说我们已经种到它是 Poisson 
稳定轨线集的闭包.但它并不排斥后者可为简单的周期轨逬悄形.但如果存在单个 


Poisson 稳定非闭轨线，则由 1.2 节的 Birkhoff 定理,存在 Poisson 稳定轨线的连续统 • 
至于中心运动中的其它轨线，巳经知道，非 Poisson 稳定的点集是不超过可数多个闭 
的且在中心无处稠密的集的并.这意味 者中心 运动集中的大多数轨线是由 Pobon 
稳定轨线所组成. 

Poisson 稳定轨线釘按 P 轨线回到它的 e 邻域的 Poincard 回复时间序列 (r fc (f)} 
是否有界而分为 两类. Birkhoff 称第一类轨线为回归轨线.这类轨线之所以引人关注 
是因为不贽如何选择初始点，对给定的 e > 0,整个轨线位于对应于时间区间以 e ) 的 
轨线弧段的 e 邻域中.显然，平衡态和周期轨道都是闭回归轨线 • 

下面我们回忆极小集的槪念 ■ 

定义 7.6 集以 称为是极小的，如果它是非空、闭的不变集，且不再包含其它 
具有相同性质的子集 • 

注意，在上面关于系统和区域 G 的假设下，极小集总是存 在的. 奇怪的是 Birkhoff 
证明它们的存在性时也用了这个超限数方法- 
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极小集与回归轨线之间的关系由下面的这些定理组成. 

定理 7.3 ( Birkhoff ) 极小集的任何轨线是回归的. 

定理 7 .4 ( Birkhoff ) 回归轨线的闭包是极 小集. 

由这两个定理得知，极小集的轨线（异于平衡态和周期轨道）组成“孪生对” 
全体 • 

对某 s > 0,回复时间为无界的非闭 Poisson 稳定轨线的闭包称为拟极小集拟 
极小集除了在其中的处处稠密的 Poisson 稳定轨线以外，还有某些其它不变的闭子 
集.这些可以是平衡态、周期轨进、非共振不变环面、其它极小集、同宿与异宿轨道 
等等.其中的 P 轨线为游荡的.这给我们提供了一个启示，为什么非平凡非闭 P 轨 
线的回复时间是无界的？进一步这也指出，拟极小集的 Poisson 稳定轨线由于它们不 
可预知的即时性态，因而是具有经验混沌特性的非瞬时振动过程的主要关注敢点. 

在回归轨线情形，存在 Poincare 回复时间的某共统计特征，它们与刻_真正 
的 Poisson 稳定轨线相比 就敁得 “较 弱”. 尽管如此，在非线性动力学中存在有趣 
的回归轨线的特殊子类，就是所谓槪周期运动.值得注意的是，揭示这些轨线的由 
来是槪周期运动的每个分置足概周期函数（它的解析性质己被很好地研究过，例如 
见[49, 66, 84]). 

概周期函数按“平均”由天角 Fourier 级数 

/(0« ^ AnC 4 ^ 1 

n*-oo 

唯一确定，其中是实数.如果所有的足频率基 A ，… ， u ; m 的有限个有理无关 
元的（粮系数）线性组合（见第 4 章)， 则我们有槪周期函数的一类特殊悄形，即拟周 
期函数.将拟周期函数恰当地写为形式 

f{t) = <p(uit, ， w m t), 

其中 p 对它的所有变 M 是有相同周期的周期函数.如果 A ： 维微分方程系统 

x = X ( x ) (7.3.1) 

有拟阓期解 

3：⑴三 

则它也有解 

X = + Cl,-- - + Cm), 

其中 C u … 是任意常数.这意味着相应的极小集 （ a ： ⑷的闭包）是 m 维不变环 
面. Andronov 和 Vitt [15 j 证明它的维数必须满足下面的条件 


m ^ A : — 1. 
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如果有限维系统有槪周期解，但不是拟周期解，则系数 A n 是有限个频率基 
... 与有理因子的线性组合.这样的解称为极限-拟周期解.对这种情形 Pon - 

tryagin [112] 证明极小集的维数 m 必须满足下面的不等式 

m^k - 2. 

特别，对三阶系统我们有 m = 1，即它的极限-拟周期解有形式 

/(0= £ a / 一， 

oo 

其中 f „ 是某有理数，故/⑷的 Fourier 级数的有限段 

/(0= E °"，一 

是某周期函数，当 W — oo 时它的周期趋于无穷. 

极限-拟周期轨线的极/】、集的结构是分形.换句话说，它是由 m 维圆盘与芩维 
Camor 集 K 的直积 W 部刻 I 田 i 的.敁然， 在极限-周期 情形. 它有区间与 K 立积的形 

式. 

为了使得在 R 3 中将极限-周期轨线的极小集的结构形象化，构造一个称之为 
Wictorius-van Danzig 嫌线竹的对象是打意义的. 

这个几何构造的第一步如下.考虑一个环体 A € R 3 , 其中 n ： = d 2 xS 1 , p 2 
为二维阏盘， s l 为圆埘.我们在 n : 中嵌人一个类环体 n 2 , 使得它与川中毎一 
盘 {# =常数 } 相交， K 中 <^ gs 1 为角变 M , 在两个不相交的圆盘上使得山沿教 
s x 作两次旋转 rfn •不自交，如图 7.3.1 所示. 再假设 n 2 是 n : 的大约两侪长四倍细. 
在第二步，我们用与上面相同的方法将环面 n 3 嵌人 n 2 , 使得现在 n 3 与每个岡盘 
{<^ = 常数}有四个交，每两个在前面的一对交之中 • 

rn 复这个过程，我们得到的环体序列 n„ 满足 n„ +1 c n„. 所求的螺线管定义 

e = f| n n . 

n=«l 

这是一个闭集，且=常数 } 是 Cantor 集. Wietorius 与 van Danzig 证明可以 
在 E 上定义流使得 E 变成槪周期运动的极小集 显然 他们已经从定性观点使用了 
概周期槪念. 

定义 7.7 运动 a ： ⑴称为是槪周期的，如果对任何 e > 0存在值 MW 和一个 
满足 hc +1 - 7^| < L(e) 的可数数列 { r *( 0 }， 使得 


(7.3.2) 





煳期轨道是概周期运动最完美的特殊情形，除了 它的® 小垌期 r 以外， t 的任 
何倍数 A : t 也是它的周期，其中 / c 是整数.集合 { r *} 对概周期轨线的作用几乎与周 
期对周期轨道的作用相同.这就是我们要将数 Me ) 称为概周期的原因. 

概周期轨线的闭包仅包含槪周期轨线.此外，值 L ( e ) 和概周期仍保持-样. 

上述观察给我们提出一个基本 问越： 根据什么特征从回归轨线可区别出概周期 
轨线？为了回答这个问胜,我们还必须引人下面的定义. 

定义 7.8 称轨线其■有 S - 性质，如果对给定的 e > 0,存在5 > 0使得对任何 
h 和由 

dist ( x ( ti , x 0 ), x ( t 2 , xo )) < S , 


dist ( x(t + « i , x 0 ), x(t + t 2 , x 0 )) < e , X*t 0 < t < + oo . 

本质上，上面的条件是 Lyapunov 意义下一致稳定性的一个隐含性质. 

定理 7.5 (Franklin, Markov) 如果回归轨线具有 S 1 - 性质，则它是概周期的_ 

从这个定理得出一个结论，那就是一条真实的回归轨线必须是不稳定的.在某 
些紧流形上的动力系统的一些奇异例子，被称为谐零流形，那里所有的轨线都楚回 
归的.此外，这些轨线都是不稳定的.但是，它们的不稳定性并非是指数式而是多项 
式型.与概周期轨线的频率谱是离敗的相反，回归轨线的谱额外有一个连续分支.详 
情见[2外 


7.4 关于高阶动力系统粗性的说明 

许多振动机制必须由高阶动力系统模拟.如同在低维情形，这种系统的平衡态 
和周期轨道对应于驻定机制和周期振动，特别是自激振动.在第4章我们转经接触过 
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用不变环面上的拟周期运动描述有关自调制和多频率机制的问题.但在高阶动力系 
统中大虽的各种各样的振动现象仅用上面的运动是不够的.什么数学映象对应如此 
更加复杂的振动性态呢？后者能否用动力系统的语言解释？为了回答这些问题，我 
们需要揭示非闭 Poisson 稳定轨线的作用.同时还必须记住一点，那就是一个可观察 
的过程的任何数学理想化必须对时间是稳定的且足够牢固，足以抗衡动力系统的小 
光滑扰动. 

在这方面， Andronov 和 Vi « 的下面问题值得关注 •• 什么样的 P 轨线在 Lyapunov 
意义下稳定？下面的定理回答了这个问题. 

定理 7.6 (Markov) 如果 Poisson 稳定轨线在 Lyapunov 意义下是一致稳定， 
则它是概周期的. 

这个定理的证明在 [98| 有 叙述. 本质上，证明仅基于 S - 性质，但还需要一致稳 
定性的额外性质 . 2 

这个结果指出，个別轨线不能允分反映混沌振动.事实上，前面我们也 W 注意到， 
在结构稳定系统中所有非闭 Poisson 稳定轨线都是不稳定的，或齐史确切地说，是鞍 
点型. 

如果轨线在 Lyapunov 意义下不稳定，那么它的拟极小集的每一条轨线也是 
不稳定的.尽符如此，总体上这个集合可以是吸引集，这个悄形可能是我们寻求的奴 
杂振动过稈的一个数学映象.何是.对非线性动力学中 A 有这种吸引子 的必® ‘性的 
消楚理解还设多年后立到 20 世纪 70 年代的亊 • 

现在探讨我们考虑的几何对象在小光滑扰动下得到保持的性质.平衡态和煳期 
轨逬 仍很好理解.但当结构稳定系统冇非闭 P 轨线时会出现什么悄况？这样的系统 
有什么特征？ 

我们已经注意到 P 轨线是自极限轨线，即它与它的初始点 xo 任意接 
近.直觉上 M 然玎出现，通过适当选择充分小的扰动，扰动系统恰好有通过吻的周 
期轨道.如数学中经常发生的那样，一个陈述简单的结论可能需要相当不平凡的证 
明 2 )上述这个猜测被 Pugh 在 1968 年 证明. 这个结果由下面的称之为封闭性引理的 
定理得知 [1131. 

定理 7.7 (Pugh 的封闭性引理）设 ar 0 是光滑流的非游荡点.则在 C 1 - 拓扑 
下存在任意接近的光滑流，它有通过点功的周期轨道. 33> 

2在 Lyapunov 意义下的-致稳定情形,找巾妨 WW ㈣ 職 大小不細怖 始細 选择, 
即对轨线上的每-•点它们是相同的，见 Malkin [91]. 

3 这个定理的 C r ( r 多 2) 形式的正磽性至今还不知道. 

2 )例如,平面上的 Jordan 闭曲线定理, 吞 似很明 S , 但要用拓扑学知识严格证明它，也得写上儿 

贞在1998年提的下一世纪 18个数学问题的第10个问 S . 就是上面定理的原来 
证明也花了很大功夫一译者注. 
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由于 P 轨线上的每一点都是非游荡点，这个结果对在 Poisson 意义下的稳定点 
也成立.由封闭性引理得知下面一个意义深远的推论：具有 P 轨线的粗系统有无穷 

多个周期轨道. 

事实上，由于原系统是粗的,它拓扑等价于任何充分接近的系统.由定理 7.7, 这 
意味着原系统有周期轨道通过充分接近于: to 的点& (应该注意，越小的扰动得到 
的周期轨道的周期越长).由相同的论述，系统必须有另外的周 期轨逬 通过更近的点 
x 2 等等. 

由此我们看到具有 Poisson 稳定的非闭轨线的原系统有无穷多个周期为的 
周期轨道 ^>{t,Xk), 其中 V »(0, x k ) = Xk ( A : = 使得 Ar -• +oo 时有 z * -» x 0 和 

Tfc —» +oo. 

注意，在这个证明中我们实际上用了系统的粗性（相应的结构稳定性)，即我们 
假设建立充分接近的系统的拓扑等价性的同胚接近于恒同 映射. 但是，没有这个假 
设结论仍成立，只是证明变得更加复杂. 

为了刻_具有 P 轨线的结构稳定系统，下面的结果 M 很有用的. 

定理 7.8 ( Pugh ) 对任何光滑流的任意通近（在 C 1 意义下),存在其周期轨 
进在 非游決集内处处稠密 的流， 

因此，如果结构稳定系统有吸引拟极小集——奇怪吸引子，则周期轨进将在其 
中榊密. 

对吸引极小集，山 Pugh 定理砑知它们是结构不稳 定的. M 然由回 归轨进 和极限 
拟周期轨逍组成的极小集，至今在非线性动力学中还未充当关键角色，但我们对拟 
周期运动总是有很大兴趣， W 为它们可校拟许多只•冇离 敗谘的 振动现象. 

综合我们的考虑，可以作出一个初步结论：典甩的动力系统可分成两个堪本类 
m , 依赖于系统在它的相空间的有界子区域内有有限多个周期轨道，还娃有无穷多 
个周期轨进.第一个情形的系统通常称为具有简中动力学的系统，第二类山具有复 
杂动力学的系统组成 • 粗性或结构稳定性槪念容易应用到只:有简中动力学的系统 
对具有笈杂动力学的系统情况变得不确定得多. 

这种不确定性在于，具有复杂动力学的结构不稳定（非 粗} 系统可以在动力系统 
的空间内形成一个开区域.此外.必须强调，结构稳定（粗）的奇怪吸引子，不赞是纯 
儿何结构或代数结构，迄今为止还从未在任何非线性动力学模型中观察到过.因此， 
看起来具有奇怪吸引子的典型系统正好落人结构不稳定性的区域内.这些结构不稳 
定的奇怪吸引子在我们对混沌动力学的探究中显示着很大的成功.对这种吸引子严 
格要求其粗性显得没有意义；因为只有某些典型特性必须在小扰动下得到保持. 

通常，一个合理的高阶模型必须具有两类动力学——简单的和$杂的.当然， 
分析这些換哦的第一步是研究相空间被轨线划分的结构，其中的参数区域对应于系 

~^>格地讲，在减去平衡态的非游获集内. 




统具有简单动力学.在下一节我们将集中研究一类非常广泛的具有简单动力学的结 
构稳定系统，称为 Morse - Smale 系统.具有复杂动力学的系统需要特殊的关注，那 
是其它进一步文献的内容. 


7.5 Morse - Smale 系统 

用公理法引人 Morse Smale 系统.考虑中的动力系统 

± = X(x), (7.5.1) 

其中 X ( x ) ec r ( r ^ i ). 

设 G 是 （ 7.5.1) 的相空间中的某个有界闭 区域以 0记系统 （ 7.5.1) 在 G 中的 
非游鉍轨线集.我们将假设 dGC\^ = 0， 其中 dG 为 G 的边界 _ 

定义 7.9 在区域 G 内的系统 (7.5.1) 称为 Morse-Smale 系统，如果它满足下 
面两条 公理： 

公理1非游饯集 n 由有限个轨道组成. 

公理2 G 内所有周期轨进与平衡态为结构稳定，且它们的稳定和不稳定不变 
流形横截相交. 

亊实上，可以证明，平衡态和周期轨进是 Moree-Smale 系统仅有的非游法轨线. 
鉴于 Birkhoff 定评 7.2, 公理1排除了非闭自极限稳定）轨线的存在性.由下面 
的定评 . 7.9 和定理 7.11 又阻止了同宿轨进的存在性.接下来，由定理 7.1 2 不难捋知 
Morso-Smale 系统的任何轨线的 a ;- 极限 （a - 极限）集足平衡态或周期轨进. 

回忆平衡态 OOr = 吻） 称为结构稳定的，如采它的特征指数，即特征方程 

dct|^2l-A/|=0 (7.5.2) 

的根没有一个位于 虚轴上 • 

对每个平衡态我们賦予一个拓扑型其中 m 是位于左半开平面的特征 
指数的个数， P 是位于右半开平面的特征指数的个数.因此 m + p = n. 如果 m = 
n(m-O), 平衡态是稳定的（完全不稳定 的). 当 m # {0,n} 时平衡态是鞍点型， 
相空间中所有使其轨线当《 — +oc (-oo) 时都收敛于 z 0 的点集称为平衡态的 
稳定（不稳定）流形，分别记为％ 和叩. 如果 O 是 （m，p) 型，则叫是 m 维 O' 
-光滑流形，^是 P 维 C” - 流形.在 m = n 的情形， O 的吸引盆是％• 

我们也知道微分同胚于 R m ， ％微分同胚于 m 在适当的坐标框架下鞍 
点平衡态附近的系统可写为 

々= >4+?; +说，》/)， 
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其中>1-是 m x m 矩阵，它的谱位于虚轴的左边， A 十是 p x p 矩阵，它的谱位于 
虚轴的右边，函数/和 5 以及它们的一阶导数在平衡态 O 为零.在这个坐标系下 
^ioc(O) 的方程是 

»7 = ^( 0 . 


w ^ c (0 ) 的方程是 


《=柳， 


其中 p 和矽是 e - 光滑函数，且满足 v >(0) = 0,^(0) = 0和分 (0) = o , v »' ⑼= o . 

接下来我们假设系统 (7.5.1) 有周期为 r 的周期轨线 L :x = m - 周期轨道 
L 为结构稳定，如果它的 （n - 1 ) 个乘子没有一个在单位圆上.回忆 L 的乘子是 
Poincar 6 映射在其不动点的线性化 ( n - l ) x ( n - l ) 矩阵4的特征值，不动点是 L 
与截面的交点.轨道 L 为稳定（完全不稳定)，如果它所有的乘子位于单位阒内（外) . 
这里周期轨道的稳定性既玎以理解为在 Lyapunov 意义下稳定，也可理解为指数型 
轨道稳定.当一些乘子在单位圆内，其它的乘子在单位圆外时，周期轨道是鞍点沏. 

相空间中所有使其轨线当 t — + 00 (- 00 ) 时都收敛于 L 的点集称为周期轨道的 
稳定（不稳定）流形.它们分别记为^和％.当 m = n 时 L 的吸引盆是％.在 
鞍点情形， W7 是 （ m + 1 ) 维的，其中 m 是在雄位圆内的乘子个数，％是 （ p + 1) 
维的，其中 p 是单位圆外的乘子个败 , p = n - m - 1 . 在三维情形，如果乘子为正， 
W 7 和或者同胚于二维柱面，如果乘子为负，同胚于 M 6 biua 带，如阁 7.5.1 所示. 
在一般情形，它们或者是微分同胚于 R m x S 1 的高维柱面，或者微分同胚于 Mobius 
流形 • 



图 7.5.1 R 3 中的鞍点闹期轨道由其稳定和不稳定不变流形的拓扑所区别.它们可以同胚于柱面 
(左）或衣 Mdbiua 带（右) . 

平衡态和周期轨道的稳定不变流形酊以与不稳定流形有公 共点. 显然，如果点 
X0 是这两个不变流形的公共点，则轨线 Z = ^«,xo) 属于这两个流形.在最简单的情 
形， o = Wl , r \ W ^ 即平衡态的稳定和不稳定流形相交于单个轨线，即平衡态自己. 

类似地，对周期轨道 l ， 我们可有 L ^ wir \ wi ， 但是这是一个平凡的情形，我 
们对它不感兴趣.有意义的是: T0 既不是平衡态也不在周期轨道上的情形.下面我们 



将平衡态和周期轨道看作为类似对象考虑，并记为 Q . 

设 Qi 和 <5 2 使得和有公共点: to . 如果 Q : 和 Q 2 不同， 5 这种点 i 0 
的轨线称为异宿轨线.如果 Qi = Q 2 , 称它为同宿轨线. 



图 7.5.2 ^ 中两个鞍点之间的结 构坊定 的异宿连接. 

我们分别以7；。％,和记与在点功的切空间. 

定义 7.10 我们说7；。!^和 T Xo W ^ 横截相交，如果 

dim T X 0 W ^ +dim T Xo W ^ 3 - n = dim ( T Xo W ^ f ]7； 0 H ^) (7.5.3) 

大家知道，如果两个曲面在某 点横截 相交，则任何两个与它们 C 1 - 接近的曲面 
在附近的点也必须横截相交.相反,非横«相交的曲面可用小扰动使它们分离开（或 
者使得它们横截相交}. 

由公理2,在系统 (7.5.1) 的平衡态和周期轨道的稳定和不稳定不变流形的所有 
交点上， 横截 性条件 （7.5.3) 成立. 

我们注意，虽然横截性的定义是对点&叙述的，但横截性条件 （7.5.3) 对: to 的 
选抒并无要求，因为对应于在点 z 0 以及通过： r 0 的轨线上任何其它点的切空间，可 
以通过非退化的线性变换（沿着邱的轨线的时间移位映射的线性化）彼此映到 
对方. 

由于 交点初 的轨道整个位于两个不变流形中，故 raivi 和 T X 0 W ^ 两者都 
5 芩虑例子 


对 /i > 0它冇两个分别是 （2,1) 和 (1,2) 型的鞍点平衡态 OK - v ^ O . O ) 和0 2 (+^,0,0).不变流 
形和沿着异宿曲线 (- n /#7< t < VS，y = 0 .z = 0) 横截相交，如围 7.5.2 所示. 
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包含在点抑处的相速度向虽，因此有 

因此，由横截性条件 （7.5.3) 得知，在 Morse-Smale 流上仅当下面条件满足时不变流 
形才可能横截相交. 

dimU^, 十 dimVV^ 彡 n + 1. (7.5.4) 

特别地,我们得到下面的简单 结果： 

定理 7.9 Morso-Smale 系统没有同宿于平衡态的同宿轨线. 

证明对平衡态，我们有 dim %十 dim 丨％ = n， 这与 (7.5.4) 矛盾. 
Morse-Smale 微分同胚槪念可用类似方法引人.考虑微分同胚 

x = X(x), (7.5.5) 

其中在某有界闭子区域 G C R" 内 X(x) 6C r (r^l). 假设它的非游珑集与边界 
dG 没有交点. 

定义 7.11 区域 G 中的微分同胚 （7.5.5) 称为 Morse-Smale 微分同胚，如采 

(1) 它的非游涞粜为有限集（仅山结构稳定的周期点组成)，以及 

(2) 对每个周期点的稳定和不稳定流形的交，横截性条件 (7.5.3) 满足. 

回忆不动点 0(2： =抑）称为结构稳定，如果它的特征乘子，即特征方程 （7.5.2) 
的根没冇一个在单位圆上.对它 可賦予 拓扑逭 （m,p), 其中 m 是位于单位岡内根的 
个数， P 足在单位圆外根的个数.如果 m = n(m = 0), 不动点稳定（完全不稳定).当 
m . {0,n} 时不动点是鞍点甩.在正 （负） 迭代下，所有使 K 轨线收敛于点吻的点 
集称为不动点吻的稳定（不 稳定） 流形.并记为在 m = n 的悄形， O 的 
吸引盆是如果不动点是鞍点，则和分别是和在中的 C" 
-光滑嵌入. 

在鞍点情形,微分同胚可局部地表示为形式 

ft = A + rj + g(^tj) t 

其中的特征值位于单位圆内，而的特征值位于单位圆外，函数/和 y 以及 
它们的一阶导数在点 o 均为零.于是 W ^ O ) 的方程为 

v = 冰)， 


而 ^ loc ( 0 ) 的方程是 


《=咖， 
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其中 P 和少是满足铒0) = 0,以0) = 0和少 (0) = 0, 以⑼ = 0的 C * - 光滑函数. 

设: TO 是微分同胚 (7.5.5) 的周期为 g 的周期点.这意味着它是这个微分同胚的 
Q 次幕的不 动点： 

Xo = X^{xo) = X(X - (X(xo))). 

9 次 

这看上去自然要将点： To 和它的环 C = ( X 0 , X ,, ••- , X ,-,) 联系起来，其中办= 
Xixk.r), Ar=l,---, 9 -l,ar 0 = X(h-i) •点邱是结构稳定的，如果方程 


del 


dX(x q . x )dX{x q . 2 ) 

dX(x 0 ) 

dx dx 

dx 


-〆 



的根 Pl ,--, Pn 没有一个在单位圆上.注意，环 C 上仟何点的特征根与点吻的特征 
根相同 .点办 的稳定（不稳定）不变流形 ( W ^ k ) 是在微分同胚 xw 的正迭代下 
趋于: T * 的点集.显然 X [\ v xh ) = w ： k ^ X ( W - k ) = 因此，环 c * 的稳定流形 

是不稳定流形是 u ^ c ! W =. 

在紧光滑流形上的连续的和离敗的 Morse-Smale 系统，都在 Smale 的论文“动 
力系统的 Morse 不等式” |142]中被选用.标尠本身显示该文研究用流形的拓扑不 
变 M 来估汁平衡态和周期轨进的个数.稍后， Palis 和 Smale [106,102] 证明了下面的 
定理. 


定理 7.10 (Palis 和 Smale ) Morse - Smale 系统是结构稳定的. 

这个定理的证明是对相空间是紧光滑流形的系统作出的.它对我们的情形也成 
立，只嬰假设边界在连续情形是 （n - 1) 维光滑无切球面，通过它的轨线进人 G ， 
或者在离敗情形满足 X ( G)C G \ dG . 


7.6 Morse-Smale 系统的一些性质 


比较 Andnmov-Pcmtryagin 定理与 Morse-Smale 系统的定义可以看出，后者跟平 
曲上的粗系统十分相似，本质上珂看成是平面悄形在岛维情形的推广.如同 Andronov - 
Pontryagin 定理， Palis-Smalc 定理 7.10 给出粗性的充分条件.定义 7.9 中的公理2 
自然可看作为必要条件.反之，公理1与结构稳定性问®没有什么关系，但它非常严 
格地限制了我们所考虑的一类系统，并排斥了在维数岛于2的系统中鞍点平衡态和 
周期轨道可显示的许多隐藏机会. 

例如.下面的定理证明 Morse-Smale 系统不可能有鞍点周期轨道的同宿轨线. 

定理 7.11 设 L 是鞍点周期轨道，设 r 是它的同宿轨线，沿着它和 
横截相交.则在 LUr 的任何小邻域内包含有无穷多个鞍点周期轨线. 丨 

证明取 L 的小截面 S ， 并考虑局部 Poincard 映射 
To 的鞍点不动点.我们在 S 上 O 附近引人坐标 ( x , y ) 使得0的局部不稳定流形是 
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1 = 0,局部稳定流形是 y = 0 (因此， i€R m ,y€R p , 其中 dim W = m，dim W u = p ). 
设 M~(0,y-)€ W ^ c , M + ( x + ,0 )e 是同宿轨道 r 与 S 的两个交点 .M_ 和 

之间的 r 段附近的流在 s 上定义了从 A/- 的小邻域 rr 到 M + 的小邻域 n+ 上的 
映射7\.这个映射可写为 


i° - = ax 1 + biy 1 - y ~) + …， 

y ° = cx 1 + diy 1 - y ~) +. • • ， 


(7.6.1) 


其中省略号表示非线 性项； (i°，l/°) 位于 A/* 的小邻域内， ( x \ y ^) 位于 A /- 的小邻 
域内.注意，像乃州匕在与由参数方程 


z 0 _ z + = 6 u , y ° = du 


定义的 P 维平面相切，其中 ti e 奶.由假设此超平面必须与 y = 0横截,这意味着 



(7.6.2) 


在 3.7 节已经证明对任何充分大的在 IT 中存在点使得它在局部映射 7 b 的 
k 次迭代下位于 rr 中.这种点集是“水平长条” 当 — oo 时，水平长条凝聚 

在 V ^ c nn +. 映射打 使长条在： r 方向压缩，在1/方向伸长，故俅 nal (“铅直长 
条” 4) 凝聚在几何上显然（见 M 7.6.1)， 由于 TyW ^ 横截于对任 
何充分大的 A：， 像 T^Sal “正常地”与矸相交，故 T . T^O 娃在 3.15 节意义下的鞍 
点映射. 由定理 3.28, 鞍点映射冇鞍点不动点.由于两个映射; ^ 和 r 0 都是由流的 
轨进定义， TjT * 的不动点对应于系统的周期轨道（它与 S 恰好相交 A : 次，第一次在 
IT ■上，最后一次在 n - 上).取不同的 * 得到不同的周期轨道.因此，为了证明定理 
我们必须通过计算 确认， 对所有充分大的 A:， 映射 T . TS 是鞍 点型. 

由引理 3.3 和引理3.4,存在《 — 00时连同它们的导数都一致趋于零的函数 


《 k 、 m ， 使得点从。(1：。，1/°)被7?映为点 MHxWh 当且仅当 

y° ^rik(x°,y l ). 


(7.6.3) 


注意由于 (7.6.2), 对充分小的 J： 1 和沪由 （7.6.1) 中的第二个方程可解出 y 1 : 

J / 1 - y~ =d^ l y° -d~ l cx l + ••• , 

其中省略号表示小的非线性项.与 (7.6.3) 的第一个方程比较，得知对充分大的 A:， 有 

y l = y -^ F k ( y °, x °), (7.6.4) 

其中&是光滑函数,使得 F fc (0,0) = 0,F fc 关于: r G 的导数当 k ^ oo 时一致趋于零 
(我们用了 fc-»oo 时 0). f 




m 7.6.1 横載同宿轨 ill 附近的 Poincari 映射. 


现在，对所有充分大的 A :， 映射 T . TS 可写为 

± = x- + G k (y,x), (7.6.5) 

y = Vk { x , y ~ + F fc ( i /, i )), 

其中我们宙略 r 上标 0. 这里 G 表示满足 G *(0,0)=0 的光滑函数，且 C 7* 关于: c 的 
导数当 k — oo 时一致趋于零.这是映射在 3.15 节意义下的交叉形式（定义 
3.6 中的空间和 D 2 分别足 z - 空间中: r + 的小凸邻域和1/空间中；的小凸邻 
域).由于取关于所有变虽的导数以及关于 x 的导败当 A : — oo 时一致趋于零， 
容易肴出对所有充分大的 t 映射 T , Ti 符合鞍点映射的定义3.7, 6 故关于不动点的 
定理 3.28 在这里可应用.定理证明完毕. 

上述证明可容 M 地翻译成具有横截同宿轨线的不动点的微分同胚的 语肓. 它也 
包括具有同宿轨线的周期点 情形. 对后…情形应该考虑原来微分同胚的次迭代， 
其中 g 是周期. 

上述证明本质上接近于 L.Shilnikov 1131) 建议的证明重 S . 但它却能使我们从没 
6 笫验证的条件是 

Iloilo < 1, IIQ；llo < 1, 

|| PilloHQ；llo < (1 - ll ^ llo)(i - ! l <?； llo ), 

其中 ( P , Q ) 是文叉映射 

±= P ( x ， H ), y = Q ( x , y ) 

的右垧.本质上，这意味蓊交叉映射在适当的范数下是压缩的，故映射本身沿着 V - 方向强伸长， 
沿若 ： t - 方向强压缩. 



有同宿轨线的 Morse - Smale 系统的公理约束中解脱出来，而这正是 Smale 原来所期 
望的. 

注意，横截同宿轨道显然在系统的小光滑扰动下得到保持.因此，由定理 7.11 得 
知当存在横截同宿轨线时，任何邻近的系统都远离 Mors ^ Smaie 类.这给我们探究 
复杂动力学提供了一个强而简单的方法.至今，存在横截同宿轨线被视为通用的混 
沌准则. 

如前，我们将平衡态和周期轨道视为同一对象，并统一将它们记为 Q . 

引人下面的 记号： 如果 ^.0^ ^ 0,就记仏< 特别，如果 
〆 0，则记为 Q〆W 我们说 Qw ， Qk t 组成一个链，如果 

Qki < ••• < Qkr (7.6.6) 

如果链中的第一个和最后一个成员相等= Q / C ,)， 则链 （7.6.6) 称为环. 

可以证明关系在 Morse - Smale 系统的非游铼轨道集上定义了一个偏序 . 一 
个觅 要的结 果是： 

定理 7.12 Morse - Smale 系统中不存在环. 

锌先注意到，不存在如 Qo < Qo 的环，因为在 Morse - Smale 系统中不允许有同 
宿轨线.其次，由横截性条件1见 (7.5.4)], 环不可能包含平衡态，也不可能包含不同 
拓扑类型的周期轨进. 

因此，只余下一个假设，就是环 

Lo < Li < ••• < Lk < Lo 
是由同一拓扑类型的周期轨道组成考虑链 

Lk-\ < Lit < Lq 、 

并设 WL ,与 VV 7 fc 相交于点吻•由 A - 引理（见 3 . 7 节)，我们可以断言，由于 
与 横截相交，在: r 0 的任何小邻域内，存在收敛于 WAnt / 的 W 1：。 的光滑 
片的可数集•由于与横截相交，很知 WLq 与 W ]；。 的这些片相夂•因 
此 

Lk~\ < ^0- 

递归地，我们得到 

Lo < L\ < Lot 

闪此有 

Lo < Lo ， 

即 Lo 有同宿轨线.这与定理 7.11 矛盾. 
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由在 Morse-Smale 系统中存在有限个非游荡轨线的事实得知，任何链具有有限 
长度，且其长度不超过非游获轨线的总个数.此外，极大链只能在稳定平衡态或周期 
轨道上终止. 

由上面的讨论得知，对每一个 Morse-Smale 系统我们可以引人一个定向图.它的 
顶点是賦予拓扑类型的平衡态和周期轨道.图的边按序 < 以递减方式定向.就是说, 
顶点 Q , 与4用边相连，当且仅当 A > 且没有仏满足 Qi > Qk > Qj - 这样 
的分级图称为 相图对 Morse-Smale 微分同胚可用类似方法引人相亂顶点是賦予 
局部特征的不动点和环. 

M 然相阁是 Mors^Smale 系统拓扑等价性的不变量. 

但是，一般来说，这不是完全不变鱼.例如，它并不包含鞍点轨线的稳定和不稳 
定流形相交轨道个数的信息. 

在所有异宿轨线中可以选出某些起主要作用的特殊轨线. 

定义 7.12 异宿轨线 r 称为特殊的，如果存在它的闭包 f 的邻域 i ；， 其中除 
了 r 以外不包含其它异宿轨线. 

&然三维 Morse-Smale 流的所有异宿轨线都是特殊的.这对二维微分同胚也 

成立. 

Morse-Smale 系统从 Andronov-Pontryagin 系统区别出来的主要特征是，前者可 
以有无穷多条特殊异挤轨线.作为例子，考虑二维微分同胚，它有三个鞍点型不动点 
和0 2 .假设# 0且/ 0，对应的略阁如图 7.6.2 所示. 
其中从 e w ^ n ^ o 且吣 € 即它们&异宿点. 




Mi 








o 
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阁 7.6.2 在异宿点 和不动点 的流形分级相 交. 

现在我们利用 A - 引理（见 3.7 节). 选择点的小邻域 （/. 可知交 UC \^ o 2 
是由可数多条光滑凝聚到的曲线 Ik (* = !,•*• , oc ) 所组成，如 ® 7 .6.3所示.由 
于和％彼此横截相交，故 与每一条 U 相交于从某个数知开始的点 
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M fc .点 M * 也是异宿点，且对应于不同的异宿轨线，它们分别以0:和0 2 为 a -极 
限点和^ - 极限点. 



m 7.6.3 点 的邻域：的逐次像》聚在 ffl 7 . 6 .1 中的 

类似的图像出现在異有链 Qi < Q < Q 2 的三维流的情形，其中 Q 表示鞍点周 
期轨道，和 Q 2 表示鞍点平衡态或周期轨道 • 

异宿轨线在岛维情形不洱都玷特殊轨线.异宿轨线 r c w Qx r \ w ^ 是特殊的， 
仅当这个交集的维数等于 1. 我们对 r 指定一个®数 （ dimW ^,， dimW ^ a ). 显然，如 
果 dim =m + l , 则特殊轨线 r 是 （m + l，n - m ) 铟，其中 n 是相空间的维败. 

考虑^.冇两个非游 疡运动 和 Q2 的 MorsoSmalc 流.设 dimVV ^, = m + 1 
和 dxmW ^ = n - m . 又假设 VV 匕 f ) 〆 0，即 Qi 彡 Qa . 

定理 7.13 (Afraimovich 和 Shilnikov [2]) 交 f) w q , 貝有无 穷多条界 
帘轨线，当且仅当闭包 W ^ fi ^ 包含有异于 Qi 和 A 的型数为 (m + l , n - m ) 
的周期轨道 L • 

由这条定理的证明得知， WJ ； 必须与％ 横截 相交，必须与横截相交. 
我们也注意到中的所有轨线都是特殊的. 

类似的论述对 Morsc - Smalc 微分同胚也成立. 

我们用 N m ^ 记型数为 (m + l , n - m ) 的所有特殊轨线和它们的极限非游荡运 
动构成的 集合. 在一般情形， Am 4-1 是由有限个连通分支 ^ mtl * ••- 组成在 

[2] 中也已证明，所有轨线 Ninh ， 的集合与某个具有有限个状态的某个符 
号动力系统的所有轨线集合一 对应. 一般来说，历史上符号动力学与具复杂动力 
学的系统的描述建立了联系.不管怎样，我们已经可有效地将它应用到具有可数多 
个特殊异宿轨线的 Morso - Smale 系统中去. 
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动力系统的分支理解为轨线对相空间分划的定性改变，即当系统的参数变化时 
相阁的定性性质的改变.“分支”槪念是 Poinca ^ 在研究旋转流体的平衡态结构由椭 
球体形状向接近于梨形状变化时引人的.那时 Poinca ^ 研究的是由 Lagrange 方程 
描述的一个自由度的保守系统的平衡态主要分支.他注意到参数变化时会引起出现 
平衡态的觅合，然后分裂为两个平 衡态： 中心和鞍点.因此“分支”这个名词在这种 
悄形下确切地意味 I ?分枝. 


动力系统分支的近代理论直接与系统的非粗性或结构不稳定性概念相联系.主 
要启发娃，如果我们仅限于考虑系统的结构稳定性区域，则系统的分析相当不完全. 
琪实上，当改变参数在参数空间穿过对应非粗系统的某些边界时，我们可从一个结 
构稳定系统到另一个定性完全不同的系统. 

在二维情形，粗系统在所有平曲系统的空间内组成一个开稠密集.非粗系统在 
这个空间内填满结构稳定的不同区域之间的边界.这个漂亮的结构允许我们用二维 
系统的分支理论来数学描述不同振动机制的转换.即使高维系统空间没有这么好的 
结构，高维系统的分支珲论仍对非线性动力学一些典型现象作出了有效的数学解释， 
这些现象诸如驻定机制和自激振动之间的转换.同步化和它的消失，通往混沌动力学 
的各种途径，等等. 

在本书中，我们集中深人地研究平衡点与周期运动，因为它们是非线性动力学 
中的基本“砖块”.为了完全地涵盖二维系统，建议读者参考由 Andronov 和其它人 
所写的两部书 [11,12]. 那里由 Andronov 和 Leontovich 创立的周期轨道的主要分支 
的分类，是违立在他们的一阶非粗二维系统理论的基础上. 
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8.1 —阶非粗系统 

我们已经确定了平面上任何一个结构稳定动力系统的下面几个关键元素，它们 
完全确定了它的整个拓扑不变 m —槪形.其中包含下面的特殊 轨线： 

• 结构稳定平衡态， 

• 结构稳定周期轨道，以及 
• 鞍点分界线. 


当系统变成结构不稳定时系统相围的任何变化都可能出现.由 Andronov-Pontryagir 
定理，这样的系统必须具有： 

• 具有一个或一对特征指数在虚轴上的平衡态，或 
• 具有单位乘子的周 期轨进 ，或 
• 连接两个鞍点的分界线，或 
• 鞍点的分界线回路. 

我们注意，平衡态或者周期轨道可能是任意退化的.因此从逻钳上我们得从极 
简单的结构不稳定系统开始研究，这种系统 Andronov 和 Lcontovich 称为一阶非粗 

系统. 

设 X 和 X 是平面上有界 K 域 G 内的某 C ” (r ^ 3) -光滑系统.在 A •和 X 之 
间引人距离作为 Ct -度捃. 

定义 8.1 系统 X 称为是一阶非粗系统，如采它是结构不稳定，且若对任何 
e > 0存在> 0,使得 X 的邻域内的任何结构不稳定系统都£ _等价 1 于它. 

本®上，一阶非粗系统在结构不稳定系统的集合内是结构稳定的. 

由 Andronov 和 Leontovich 采取的分析，他们提出一阶非粗系统必须有下面的 
非粗轨线之一 • 

(1) 平衡态 0(0,0), 它有一个零特征指数，以及称为 Lyapunov S 或 Lyapunov 
系数的 Taylor 级数的非岑系数 Lyapunov 员容易从相应的规范形方程 

i = P(x ， y )， (8.1.1) 

y = Ay 4- Q ( x , y ) 

计算得到，其中 A 旁0, P 和 Q 连同它们的一阶导数在 0(0,0) 等于零•这时 G 是 
尸 ( x ， y ) 的 Taylor 展开中 i 2 的系数.所考虑的平衡态称为（简单）鞍-结点.注意， 
所有的简单鞍-结点都等价于系统 


i = Z 2 z 2 , 

y = Ay 

扑等价，的同胚 e - ^于恒同 映射. 


( 8 . 1 . 2 ) 




8.1 一阶非粗系统 


的鞍- 结点，其中 i 2 > 0.在0(0,附近的这个系统的轨线性态容易描述.例如，设 
入 < 0. 则存在曲线——强稳定流形它将结点区域从鞍点区域中分开，如 
图 8.1.1 所示.强稳定流形是由 O 和两条 t - +oo 时进入 O 的轨线组成 . 中的 
轨线收敛于 O . 在鞍点区域，存在当 t — - oo 时进人鞍-结点的单个 轨线. 这条轨 
线称为分界线.其它轨线都离开 a 



如果 A > 0,则存在强不稳定流形它将0的邻域划分成结点区域(那 
里所冇的轨线都从 o 发敗） 以及鞍点 K 域（那里冇单条当 t — + OC 时进人 O 的单 
稳定分界线，其它轨线都离开 0). 

(2) 平衡态， 它有一 对纯虚特征值 A U2 = 士幻 以及 Lyapunov » (或焦点 fi ) 
M / 0. 在这个分支平衡态附近系统可表示为形式 

x = 一 u;y + (Lii - niy)(ar a + y 2 } + …， （ 8.1.3) 

y *= war + (flix + Liy)(x 2 + y 2 ) + •••. 

化为这种形式是可能的，因为此时除了上而导出的项，所有的二次和三次项都是非 
共 振项； 在这里最简单的共振关系是两个三阶共振 

Ai = 2X\ + Aj, 

A2 = Ai + 2A2 


(见 2.9 节和 9 . 3 节). 

这样的平衡态称为弱焦 点如果 M < 0,它是稳定的，如果 M > 0,它不，定的 

(3) 具有一个实乘子等于+1的周期轨道.相应的 Poincare 映射可以表示为 

ti = u +- hu 2 + …. 

如果这里的 Lyapunov 量/ 0,则相应的二重不动点对应于原系统的二重（半稳定) 
极限环. 

(4) 连接两个鞍点的异宿轨线 r [见罔 7.1.1( a )]. 
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(5) 双向渐近于鞍点的轨线 r. 最简单的悄形是当鞍点为非共振，即它的特征指 
数满足条件 

A, + A 2 0. 

此外，一阶非粗系统必须满足下面的 条件： 

(A) 不存在上述类型以外的其它轨线， 

(B) 不存在进人或者离开鞍点的鞍-结点分界线，如图 8 . 1.2 所示， 



(C) 不存在 M 于它的强稳定流形的鞍-结点分界线 ，如阳 8.1.3 所示， 



图 8 丄3鞍-结点的作横截同宿回路 r. 分界线沿着平衡态的 S 稳定流形进入平衡态. 

(D) 如果存在半稳定（二重） 极限环, 系统不能同时有当< — +00时趋于环的鞍 
点不稳定分界线，以及当 < —-oo 时趋于环的鞍点稳定分界线，如图 8.M 所示，以 
及 

(E) 不存在（在向前时间或向后时间）趋于鞍点同宿 K 路的分界线，如图 8.1.5 所 
示. 

上面的要求一起组成一阶非粗系统必须满足的一系列充分必要条件 • 

在平面动力系统的 Banach 空间 S G 中，结构稳定系统可以用仅包含不等式的 
条件确定（见 Andronov-Pontryagin 定理) • 但是，一阶非粗系统不仅由包含不等式的 




8.1 一阶非粗系统 


- 331 



图 8.1.4 半稳定周期轨进 L 是外鞍点 O , 分界线的 - 极限， 内铵点 0 2 分界线的 a 〜极阳 • 



m 8.1.5 «点 Oi 的分界线回路是从 O , 出发并终止的回路，它珐其内《区域中另一个鞍点 
02 的分界线的 W • 极限. 

条件确定，而且由包含一个等式的額外条件约束.特别地,上面列举结构不稳定性的 
5个条件的假设槪括为下面 形式： 

(1) Al = 0, A 2 7 ^ 0, 1 2 / 0. 

(2) Re X\,2 - 0,u ^ 0,Li ^ 0. 

(3) p = l,ia 9^0. 

(4) n = r 2 ，其中 n 和 r 2 分别表示进入和离开连接两个鞍点的分界 线以及 

(5) Ti = r 2 , ^ 〆 o, 其中 n 和 r 2 表示进人和离开一个鞍点的分界线 

上述等式条件可以解释为定义在结构不稳定系统邻域内某些泛函等于零的条件 
特别地，不等式条件保证泛函的零位面在 Banach 空间中确定一个光滑的无限维曲 
面以，它将考虑的系统的邻域划分为两个区域，记为 D ♦和 D ' 为了避免说这个 
曲面的维数等于 oo _ 1，我们简单地说它是余维1的.一阶非粗系统的特殊特征是 
区域 和 D - 由粗系统组成.任一个区域内的所有系统都有相同的概形，因而由 
Leontovich - Mayer 定理，它们是拓扑等价的. 

因此，为了研究从到的转移，只需研究单参数系统族 A 使得 八 <0 € 
D -, X P = O €0 1 和 A >0 € 此外，由于相图中所有的定性变更必须出现在某个非 
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粗特殊轨线的小邻域内，因此我们可以限于就考虑这个给定的邻域. 

在一阶非粗系统出现的所有分支中，极限环分支特别有趣. Andronov 和 Lcon- 
tovich 证明存在四类这样的分支，它 们是： 

•迸（出）弱焦点的极限环分支. 

• 二$ (或半稳定）环分支. 

• 鞍点分界线回路的极限环分支.以及 

•进 （出） 鞍-结点的分界线回路的极限环分支. 

在本书的最后几节我们将详细讨论这些分支，许多研究工作者花了将近20年 
的时间对它们进行全面分析.最初是由 Andronov 于上世纪30年代开始，经过一系 
列详尽的出版物以后，在50年代才完成. 

为结束这一节我们迸一步详细阐述限制 （D) 和 （E). 在情形 （D), 对应于二重环 
的曲面是余维1的，因此,它将非粗系统為的邻域划分为两个区域和假 
设在内二重极限环分解为两个极限环，并且它在内消失.在内的情况 
较简单 一 那 里所有 的系统都结构稳定，而且是相同类型.对 ZT 情况就不大平 
凡：如果⑼ 被破坏，则 a 然在 ZT 内除了结构稳定系统以外还存在结构不稳定系 
统，它的非粗性是由于存在两个鞍点之间的异宿轨线，如图 8.1.6 (a) 所示.此外，这 
个阁*发生在 Xo 的任何邻域内.换句话说,在区域内，存在可数多个凝聚到⑺ 
的相应的余维1分支曲面.这时曲面妒称为从一侧不可到达 • 

当系统有非共振鞍点（即它的鞍点甩 (T = A, + A 2 ^ 0) 的分界线回路时，它是 
另一个鞍点 O, 分界线的 a;- 极限（见条件 （E) 和 8.1.5), 这时类似的悄况也会出 
现.这种悄况分支曲面也是从一侧不可到达的，那里接近的非粗系统可以有异衍连 
接，如图 8.1.6 (b) 所示 • 




阁 8.1.6 ( a ) W 8.1.4 中鞍- 结点环消失后结构不稳定的鞍点 连接；（的图 中同 TS 回路分裂 
以后的相平面. 

余维1分支曲面从任何一侧或者两俩都不可到达的情况是高维动力系统的典型 
情形.这就是为何在高维系统主要分支的分类中不借助于非粗性的阶叙述，而宁可 
集中在余维1分支集上讨论的原因. 




8.2 关于离维系统分支的说明 


8.2 关于高维系统分支的说明 

离维系统分支的探究开始于上世纪50年代末60年代初，早期企图将已知的平 
面分支结果推广到高维.在那个时候（不是最近）高维结构稳定的充要条件的不存在 
性还起到了宽要作用.但是，随着高维系统理论的进一步发展终于证明，结构稳定系 
统并不在动力系统空间内稠密.首先，有人给出了一个结构不稳定系统的开集的例 
子，其中结构不稳定性“集中”在异宿轨线上，即在游满点集 （ Smale ) 上，并且后来 
还出现了结构不稳定非游蓰轨道的类似例子.所有提出“不可移去的结构不稳定性” 
的例子都是具有复杂动力学的系统.但是，本书我们关注简单动力学的系统，特别是 
集中于 Morsc - Smale 系统和出现在这种系统中的分支. 

Morse - Smalc 系统中结构稳定性的破坏起因于平衡态或周期轨道分支、出现同 
宿轨线和异宿环，以及异宿连接的 横截性 条件被 破坏. 但是，我们注意，这些悄况中 
的某些可以导致我们离开 Morse-Smaie 此外，它们当中的一些，在相当简单的 

假设下，不可避免地会引起复杂动力学，从而表明系统已经离开了 Mors ^ Smale 系 
统集. 

这种情况的最简单的例子是三维系统 

± = px - un / + f { x , y ), 
ys ： u;x + ^/ + p(x,y), 
i = Az + h{x, y ) 

中的鞍-焦点同宿回路，其中 p < 0， u ; / 0 ,A > 0, f ， g，h 是光滑函数，它们连同它们 
的一阶导数在肤点等于零.这 M 原点是鞍-焦点，它有一条同宿轨线 r , 如阁 8.2.1 



图 8.2.1 鞍-焦点 o 的同宿回路 r. 
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所示. Shilnikov [131,135] 证明，如果鞍点量是正的，即 

a = p + A > 0, 

则 our 的任何邻域内都包含有无穷多条鞍点周期轨道和横截同宿轨线.反之，如 
果/> + a < 0, 则整个位于 our 邻域内的轨线结构是平凡的，就是说,除了 o 和 r 
以外没有其它的不变集. 

下面考虑在紧区域 G 内 Morse-SraaJe 类动力系统义的 Banach 空间5.设卵 
表示5的边界.任何系统知 e 從是结构不稳 定的. 如果在系统 Xq €郎的任何 
邻域内存在具有无穷多个周期轨道的系统（基本上这意味着具有横截同宿轨线)，则 
我们就说系统 X 0 €沏是 Morse-Smalc 类的边界系统.卵上的其它系统则对应于 
Morse-Smale 类中的内分支. 

边界系统自己可以冇有限多个粗平衡点和周期轨道，或者有无穷多个粗平 
衡点和刑期轨道.倍周期级联给出后一情形的例子. 

对边界系统的前一类情形，我们来考虑一个同宿切触的例子.设微分同胚的 C 2 
-光滑族 T (^) 在= 0有不动点 O、 它有乘子 0<A <1 和 1>1 满足 Vy<l .故 
对所冇小的 n _ 0 ' O 仍保持为鞍点•用和 W ^{ n ) 分别记它的稳定和不稳 
定流形.假设当 /i < 0时 W ^) C \ W ^( n)\0 = 0,在 M = 0不变流形沿着同宿轨 
线 r 冇切触.此外，假设这个切触是二次的，并且它从下面切触的，如阁 8.2.2 所示. 
最后，假设对 /i > 0,%(/1)和彼此横截相交.因此，在区域 M > 0微分冋胚 
TM 其有横截同宿轨线，从而附近所有轨线都只冇复杂动力学（见定理 7.11). M 
对 /z < 0, 7XW 足 Moree-Smale 微分同胚，则了(0)具冇相同的非游铼轨线以及同宿 
切触的结构不稳定轨道.扱后的论断 W 于 Gavrilov 和 Shilnikov [54,55), 他们证明在 
的任何小邻域内除了 r 和 o 以外没有其它 整个位 于其中的轨道 2 



图 8 . 2.2 鞍点不动点的彳 H 8 I 截间宿轨进 

- 2注意从下面切触的条件（如图 8. 2 . 2 所示）在这里是重要的：当 W u 从上面接触时，系统 
不可避免地在 1 X ^ 0 有某些横栽同宿 [54,551- 




结构不稳定的同宿和异宿轨道.拓扑等价性的槿数 


另外的例子是二维 C 2 - 光滑微分同胚族，它的非游荡点集直到达到 Morse - 
Smale 微分同胚的边界都不改变.这种情况如图 8.2.3 所示.两个不动点 Oi 和0 2 有 
正乘子，沿着异宿轨线与接触，并且与也是.这个例子不如上 
一个简单，因为存在的两个异宿轨线都是游荡的. 



田 8.2.3 包含两个鞍点不动点的纺构不稳定异宿环 • 


本书的主要范围玷集中分析 A 有简单动力学的系统类中的内分支，如 Morse - 
Smale 系统.此外我们将大部分研究《限于余维1 分支. 这个限制的理由坫某些商 
余维分支在许多情况下足由边界分支产生，例如在平衡态的规范形足 3 维 时尽竹 
如此，我们也将研究有关平衡态和周期轨道失去稳定性时的某些余维2 情形.下一 
节我们开始讨论有关结构不稳定的异宿连接的一些问娌. 


8.3 结构不稳定的同宿和异宿 轨道. 拓扑等价性的模数 

我们现在知道，在一阶非粗系统的小邻域内的所有非粗二维系统组成一个余维 
1 曲面.此外，由 Leontovich 和 Mayer 的工作，我们也知道，在它们有相同的拓扑小 
变萤 一 概形的意义下它们都是等 同的. 特别地.所有具有鞍点间宿回路的接近系 
统都彼此 等价： 对異有连接两个鞍点异宿轨线的接近系统也同样成立_ 

但是，对二维微分同胚或三维流的类似分类就没有那么平凡.让我们用一个例 
子来阐明这点.考虑微分同胚 T ， 它有两个鞍点不动点和 0 2 , 在 A (i = 1,2) 有 
特征根 |A,| < 1 和 |7*| > 1 .假设和沿着异宿轨道有二次切触，如图 8.3.1 
所示.由二次切触条件得知，所有类似的微分同胚在所有具有 C 2 - 范数的微分同胚 
空间内形成余维1曲面 B 1 . 
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W 8.3.1 两个鞍点不动点之间的非横截异帘轨线 


对微分同胚 T 我们引入》 

类似地，对接近微分同胚 f € 5 1 ,定义 



(8.3.1) 


(8.3.2) 


其中、 W 和％⑺逛了在鞍点 O l ( 2 ) 附近的鞍点 A ⑺的特征根. 

于是我们有下面的定理. 

定理 8.1 如果微分同胚 r 和 f 拓扑共板，则0 ==义 

我们注意，0 ^仅仅是必要条件.由此定理得知，在: T 附近⑴被分为拓扑不 

间类的微分同胚的连续统.这个亊实被 Palis |10 3 丨 发现. 它的证明见设 7 ). 

不变 M 0称为拓扑等价的横数，或者简单地就称为横数由于横数概念的基本 
m 要性，让我们给出它的定义. 

定义 8.2 系统X (连续或离敗）称为有模数，如果在动力系统空间的某个 f 空 
间0•内，其中X € 5，，定义一个连续、 局部 非常数的泛函\使得如果X和戈拓 
扑等价，则 h { X ) = h ( X ). 

这个泛函局部是非常数的条件意味着在其定义区域内不存在X邻域内的开集， 
使得泛函在这些开集上可取常数值.从这个观点，环的典型微分同胚的旋 
转数不是模数. 

在三维流情形，流有两个鞍点周期轨道，使得一个周期轨道的不稳定流形与另 
--个轨道的稳定流形沿着异宿轨线有二次切触，这时里彡也是拓扑等价性的模数. 




结构不稳定的同宿和异宿轨道.拓扑等价性的模数 


在 A 有简单动力学的余维1结构不稳定的三维系统中还会出现一些其它模数. 
例如，考虑具有鞍-焦点 O 和鞍点周期轨道 L 的三维系统.设 A 1|2 = pd ： iw 和 
A 3 是在 O 的特征根，满足 p < 0,a; > 0, A 3 > 0,即假设鞍点有型（2, 1); 令 M < 1 
和| 7 | > 1 是轨道 L 的乘子.设 o 的两条分界线之一 r 当< —+oo 时趋于 Z •，即 
Y ^ Wl 如图 8.3.2 所示.这个条件给出最简单的结构不稳定性.所有具有类似轨线 
性态的附近系统形成一个余维1曲面 S 1 . Bclogui [28) 发现量 


u) In 7 


(8.3.3) 


是这种系统的模数. 



图 8.3.2 迕接鞍热点和 ft 有正乘子的 鞍点埘 期轨进的结构不稳定的异帘轨线，即鞍点坏的两 
个流形 M 胚于柱 


另—个例子足如阁 8 .2.1所示的系统，这时系统包含鞍-热点的同宿回路 r . 如 


果鞍点指标 



则回路的邻域内包含无穷多个鞍点周期轨道集.但是，如果^ > 1，则 r 邻域内的动 
力学是平凡的.此外 ， Shilnikov [130] 证明当 1 / > 1时，从同宿冋路可分支出的周期 
轨迫不多于一个.闪此，在 Morse - Smalc 系统内（至少对考虑回路 r 的小邻域）巧对 
内分支进行 分类. 与此相联系的， Afraimovich 和 Ilyashenko [21] 指出在这种情形下 


1/是模数. 

卨维系统中结构不稳定的异宿连接除了已经知道的外，可以要求有新的模数，此 
外，即使对具有简单动力学的结构不稳定的微分同胚的阐述也可以要求有无穷多个 
模数 . 143】中叙述了有有限个或者无穷多个模数的一些条件 

无可 笠疑，同宿轨线和异宿轨线性态的某些细节方面对非线性动力学也许不敢 
要，因为它们仅仅反映转移过程的某些细微差别.另一方面，当我们处理非游荡轨线 
时，例如 " < 1时鞍-焦点的同宿回路附近，相应的 Q - 模数（在非游荡集上的拓扑 
不变最）将是第一重要的，因为它们可以用作控制分支的参数，见 (62,63]. 
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8.4 有限个参数系统族中的分支. Andronov 设置 

非线性动力学的数学对象是模型，它明确地定义了依赖于有限个参数的动力系 
统.模型的主要性质必须是能适当地至少定性地刻画相应物理现象的特性.研究模 
型的主要目的是给出严格的数学解释.关于这一点，让我们回忆 Lyapunov 作的说 
明： “…在我们开始去解决具体的力学或者物理问题时，无论怎么样，从数学的观点 
必须正确地提出问题,不允许用不确定的论述.一旦系统被定义了，它就变成一个纯 
分析的问题，必须得到同样的处理 3 

至于对考虑的动力学模型进行分析的主要要求是由 Andronov 阐明的.这就是 
为什么我们称它为 Andronov 的设置问题.其主要思想是： 

• 将相空间划分为结构稳定性区域，并指定分支集. 

• 将这个分支集划分为连通分支，每个分支对应于拓扑等价的轨线结构 • 

自然地，这样的设置问题是 it 立在对二维动力系统的定性理论和分支理论巳经知逬 
的唞实和结果的基础上. 

考虑某个有限参数的光滑系统族其中 e £ P ), 假设它的值取于某 

区域 V C RL 如采；为非粗，则印称为分支参 数值. 所有这些在 V 中的值的集 
合称为分支集. M 然，一旦知道分支集，我们耽可在参数空间中确定所有结构稳定性 
的区域.因此，第一步足研究模甩以确定它的分支集.这强谰了在非线性动力学的所 
有工具中分支理论的特殊作用. 

研究分支意味着 刻豳非 粗系统在转移到任意一个邻近系统时相囹的变化（在某 
C r 度&下， r 的选择依赖于非粗性的特征，因此必须对每个 A •体的悄形指定). 

跄则上，要解决分支 问娌黹 要考虑所有的接近于 Xe 。 的 系统. 这意味斿我们必 
须考虑所有小扰动的 Bannch 空间 . 4 另一方面，如果有可能将问题化为对某个适当 
的有限参数系统族的分析，则研究将大大简化 • 

这个思想是 Andronov 和 Leontovich 在处理平面极限环的主要分支的第一个工 
作 [9] 中躭提出来了 . 5 在 Morse - Smale 类内部，分支理论的进一步发嵌也确认对大 
fl 问题利用有限参数族已足够厂 

3 Lyapunov 完全将这咚话与 Poinc * r ^ 的研究联系起来，后者应用某些非严格方法研究旋转流 
体平衡点的稳定性 形态问題, 而导致他赞同梨的形态的错误结论吏严格的分析是:由 Lyapunov 引 
人的，他揭示梨形的形是不稳 定的. Lyapunov 的证明后来被 Cartan 所确认. 

4 注意.在许多特殊悄形中我们将局限 F 研究更小的系统空间，例如具有某些特殊对称性的系 
统 Hamilton 系统 ， 等等.由于这个原因.如在办存一个自由度的 HamUton 系统中结构稳定性概念 
躭变得十分有 意义. 因此，例如这种系统的中心和鞍点这样的平衡态变成结构稳 定的. 此外，如來 
不存在包含不同鞍点的异宿坏，我们0然蚵以在给定类 S 的所有系统集中区别出这样的系统为粗 
系统 

5 但是，在他们后面的著作中（也见书 [1 M 2]), 当研究类似的分支时他们用了所有小扰动的 
Banach 空间.注意、当系统具有复杂动力学时.由于同宿切触的保持，用 Banach 空间研究分支的 
方法本质上就变得必要了（见 160,61.62)). 




有隈个参数系统族中的分支. 


设置 


将有限参数法用于局部分支的明显数学叙述是由 Arnold [19] 给出的，这个方法 
以通有族概念为基础.粗略地说，通有性是动力系统族空间内族的一类结构稳定性. 
这种稳定性的不同形式在 [971 中有详细的讨论. 

这个方法的主要思 想是： 对非粗系统 X £ 。 某个余维数 A : 可被指定.在有限退化 
的悄形,余维数 k 与 k 个等式型条件和有限个不等式型条件等同.因此， X f 。 考虑为 
动力系统空间中某个余维 A 的 Banach 子流形护中的一点.换句话说,我们有个 
定义在； C ,。 的邻域内的光滑泛函，它们的零位面在相交.一般地，不等式型条件 
保障炉 的光滑性.在余维1情形 ， Sotomayor (144,145) 证明了这些泛函的光滑性， 
以及流形妒在下面悄形的光 滑性： 

(1) 平衡态变成结构不稳定. 

(2) 周期轨道失去它的结构稳 定性. 以及 

(3) 存在鞍点平衡态和周期轨道的稳定和不稳定流形的非横截相交. 

注意，中的所有系统都是非粗的.此外，在一般情形下，它们不必要彼此拓扑等 
价.但趄，假设它们拓扑等价.下面我们将点 Xe 。 € 的小邻域 " 叶化为参数 
族元，其中元。€护 nr 以及尤与护 横截于 尤。.如果这些族的任何两个参数 
族之间存在同胚（或若微分同胚则更好)，使得对应的系统拓扑等价，则 M 然研究系 
统 X t 0 的分支化为对通过； C ,。 并与妒 横截 的任何 *：- 参数族元的研究. fl 由于 c / 
楚小邻域，£取自参数空间中 fo 的小邻域.在这时 Andronov 问题容鉍被设笠. 

本质上，这是二维系统的情形，以及对于许多商维系统，例如利用中心流形定理 
(局部或者大范闹，见笫5章.第6章）它们可化为二维情形的那种 - 

当拓扑等价性的播数要求 刻豳在 中的系统时,像在异宿切触的情形（它对 ® 
于余维1分支集),悄况变捋完全不同 . M 然 fc - 参数族的叶状邻城(/仍有可能，但不 
同的族将不拓扑等价.因此，从形式数学的现点，模数必须包念在控制参数之中，以 
及必要的参数个数增加到问题的余维数加上模数的个数.如果存在无穷多个独立的 
模数，则形式上化为有限参数族是不正确的.但是，有限参数法对这些情况的可用性 
问题仍存在. 

作为例子，考虑有负鞍点 S (即»/> 1. 见上一节）的鞍-焦点同很回路的三维 
系统的余维1分支.如在上一节解释的，这个分支没有将这个系统带出具有平凡动 
力学的系统类之外.另一方面,"在这一情形下是模数.仅管这个亊实意味着在相应 
的分支曲面上不同系统是不拓扑等价的，所考虑的分支在羊参数族中还是能很好处 
理（见 13.4 节)，除非我们的兴趣在轨线的 a ;- 极限集是同宿回路的那种轨线性态 • 

更复杂的例子是如围 8.4.1 所示的余维2问题,它包含一个或两个鞍-焦点•所 
有平衡态的鞍点 M 假设是负的.控制分支的参数按下面方法引人：设叫( 2 )是在两 
个鞍-焦点的情形 r 12 ( r 21 ) hk [ W ^) 的偏离，或者是 r \ ⑼从叫的 偏离. 

一~ 6 当然，我们也可以在这里考虑依 it 多于 *： 个参数的族.而仅要求族必须关于 s * 是处于一般 
位 置的， ^详细的情况见 li . i 节- 




第 8 韋动力系统的分支 




围 8.4.1 (») 鞍点0 2 和鞍-热点 O , 之间的异帘连接； （ b > 两个鞍-焦点 Ou 之 M 的•连 接; 
( cj 鞍-炖点的8字形 M 宿轨线 • 

如在 [151,125! 中建立的，分别地，在第一个分支产生不多于一个周期轨道而在第二 
个分支产生不多于两个周期轨道.此外，在第二个情形下，非平凡吸引子（稳定的拟 
极小集由鞍-焦点0 和两条以 o 为它们的 a - 极限集的轨线以及其它非闭 
Poisson - 稳定轨线的连续统组成）可能 出现. 即使非游荡集的结构在这里完全淸楚， 
在 (/ ii ,/ i 2 ) -参数平面上的分支图看上去还是相当不平凡（如图 8.4.2 所示)，特别 
是对于对应第二级的异宿轨线和同宿轨线的分支值集合.我们猜测，当改变数 p 在 
( M1 = 0,/ i 2 = 0) 的值时在小的 { HUH 2) 处可改变分支曲线互相交的结构.另一方面， 
如果我们不考虑得太细致，双参数法对这些分支的完全理解已经足够了. 

类似的情况也出现在关于从周期轨道产生不变环面的经典问 题中： 分支集结构 




图 8.4.2 对应于 ffl 8.4.1( a ) 所示情形的分支 ffl . 详情见 13. T 节. 


的次要细节可能变得对族的小扰动非常敏感. 

我们枒到，在许多基本情形中，如果我们对 Andronov 问题迫求得太完关太苛刻 
的话，这个问题就不可能得到解决，因此在这些情形下我们必须合理而有限度的对 
分支集进行分析. 

本书我们从一开始就采用有限参数方法去研究分支,其形式概形将在111节中 
阐述. 

一般地，当处理参数系统族时，我们假设有下面的自然限制： 

(1) 结构稳定系统在参数空间中充满整个区域 

(2) 族中的主要分支的余维不超过 P . 以及 

(3) 满足 fc < p 的余维 fc 分支必须允许有合理的_参数开折的 构造. 



第 9 章平衡态的稳定性边界上的动力系 
统性态 


这一章我们研究在稳定性边界上的非粗或结构不稳定平衡态，即它至少有一个 
特征指数在 a 平面的虚轴上.其余的特征指数将假设位于幵的左半平面. 

爲有结 构不稳定平衡态的系统的稳定性理论的基础是由 Lyapunov 发展的.在 
关于临界悄形的稳定性以及伴随平衡态稳定性的消失的分支现象的诸多方面，他的 
工作和许多以后的研究成为上世纪20年代和30年代产生的非线性振动理论主耍概 
念的苺础. 

临界平衡态已经成为大霣研究的课题.这里我们仅考虑两个婊通常的简笮悄形， 
其中特征方程 

A n - fajA n - 1 + ••• + a r ,- 1 A 4- a „ =0 

(1) 有一个零根在虚轴 ！：. 或者 

(2) 有一对共轭复根在虚轴上. 

第-个情形由条件 

On = 0, Afc > 0, fc = l,“ ， n-l 

确定，其中是 Routh-Hurwitz 行列式（见 2 .1 节). 

第二个临界情形对应于 


A n -1 - 0, Qn > 0, Afc > 0, k = !,••• , n -2. 




回忆 a n = {- l ) n detA , 其中 >1 是在平衡态的线性化系统的矩阵.因此，在第一 
个情形穿过稳定性边界的条件是 

det A = 0. 

考虑到这个条件，与 第一临 界情形相应的平衡态称为退化的.由于在这里隐函数定 
理不可再应用，对邻近系统保持这样的平衡态就得不到必要的保证.因此在第一临 
界情形通过稳定性边界可能会导致平衡态的消失. 

反之，在第二临界情形,对所有附近的系统平衡态都得到保持，且只可能失去它 
的稳定性. 

研究临界情形的苺本工具包括化到中心流形上的方法和规范形方法.后者允许 
我们计算 Lyapunov 最以确定临界平衡态的稳定性. 

9.1 约化定理. Lyapunov 函数 

在临界平衡态附近微分方程系统可写为形式 

y«/ly + /(x,v), (9.1.1) 

x = + 

其中 a ; = ( xi , ** , x m ), y = ( y “… ， y n )，m 钐 0 •函数 /，y € C r (r ^ 1) 以及它们 
的一阶 导数在原点为零.特征方程 det(B - A /) = 0有 m 个根 M ，…， A m 满足 
Re Xi = 0 (t = 1,••- , m ), 特征方程 det(>l - * y /) = 0冇 w 个根 * Yi ，.. •，飞 n 满足 
Rp 力 < 0 (j = l，."， n ). 

如在第 5 章指出的，上面的临界平衡态位于由方程 I ，》少00定义的 C - 光消 
不变中心流形上，其中 *( x ) 和它的一阶#数在原点为零. 

另一个通过点 0(0,0) 横截于中心流形的不变流形，称为强稳定不变流形，如通 
常那样记它为 VV M . 它的方程是 a : = *( y ), 其中中( I /)和它的一阶导数在原点为零. 
如果原系统是解析的，则流形 W 也是解析的.一般地，类似的结果对中心流形并 
不 成立： 即使系统是解析的，中心流形可以既不是解析甚至也不是 C °° 的. 

强稳定流形 VV 是 C rM - 光滑叶层的叶片之一，它横截于中心流形.如我们 
在第5章证明的，下面的约化定理成立 •• 

在点 O 的邻域内存在直化不变叶层与中心流形的。〜 1 - 光滑变置变换，使得 
系统在新变置下取下面的标准形 

i = Bx + G ( x ), 
y = + F ( x , y )) y , 


其中 G(x)= g ( x ,^( x ))€ C r , F ( x , y )€ C、 1 且 F (0 t 0) = 0. 


(9.1.2) 

(9.1.3) 
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在新变量下中心流形 VVC 的方程变成 y = 0,强稳定流形的方程变成 x = 0. 
强稳定叶层的叶片是曲面 2 ：=常数. 

这个定理的主要特征是将问题的维数作了有甫要意义的减少，就是说代替原来 
(n + m ) 维系统 （9.1.1) 的研究，我们仅需探究 m 维系统 （9.1.2) 的性质，它的维数不 
依赖于 n ， 但等于临界特征指数的个数.在临界（中心 ） a ：- 变竜上的动力学由系统 
(9.1.2) 局部确定，而绝不依赖于 y 坐标 • 

在 y - 变量上 的动力学相当 简单： 如果 M 很小， (9.1.3) 中的函数 F 在原点附 
近也很小.因此，在2/ - 空间内适当选择基下，下面的估计 成立： 

^Wvm < -7 lly (0 ll , 

其中 0<7< max | Re%l (i = 1, …， n ) (见定理 2.4). 因此 

|| y (0 ll < Ce~^ t (9_1.4) 

即任何轨线指数式地趋于中心流形 

在强稳定流形上系统 （9.1.1) 的限制方程 

y = Ay - hf (^( y ) t y ) (9.1.5) 

的所有特征指数位于虚轴的左边.因此，系统在 W 上的轨线性态与具存线性化矩 
阵 A 的粗稳定平衡态附近的相同（见第2饫). 

由估计 （9.1.4) 得知，顷系统 (9.1.1) 平衡态的稳定性等价于简化到中心流形上 
相应系统的平衡态的稳定性 • 

首先，我们回忆某些定义.平衡态 O 称为 Lyapunov 稳定，如采对任何 e > 0 
存在6 > 0,使得从 O 的6邻域内出发的任何轨线永不离幵它的 e 邻域.否则，平衡 
态称为不稳定. 

平衡态0称为渐近 稳定. 如果任何从充分接近于0的地方出发的轨线当《 — 
+00时都趋于 O . 

现在，设简化系统 （9.1.2) 的平衡态 a : = 0在 Lyapunov 意义下稳定.由定义，这 
意味着对标准形系统 （9.1.2) 和 （9.1.3), 对任何从充分接近于 O 处出发的轨线，只要 
y 保持小，: r 坐标按范数对所有正时间保 持小. 同时，小的: c 导致对1/坐标有不等式 
(9.1.4)，即 y (0 指数式地收敛于零.因此我们有下面的定理. 

定理 9.1 如果在中心流形上平衡态 Lyapunov 稳定，则原系统 （9.1.1) 的 
平衡态也 Lyapunov 稳定.此外，如果平衡态在中心流形上渐近稳定，则原系统的平 
衡态也渐近稳定. 

如果在中心流形上平衡态不稳定，则原系统的平衡态也不稳定 . 1 
~~ »关干不稳定的 S 后-个陈述是的,就不证明了. 




我们对临界平衡态稳定性的研究是利用 Lyapunov 函数. 

定义 9.1 定义在 O 的邻域 D 内连续在 D \0 上光滑的连续函数 V ( x ), 称为 


系统 （9.1.2) 的 Lyapunov 函数，如果它满足下面的 条件： 

(1) 削= 0， 

(9.1.6) 

(2> 若 i /0， K ( x )>0, 

(9.1.7) 

(3) 在 ; r # 0处，= (V > (x) t Bx + G(x)) < 0, 

(9.1.8) 


其中 <.,•> 表示数 fi 积. 


用 Lyapunov 函数证明稳定性是基于下面的结果. 

定理 9.2 如果存在满足条件 (9.1.6 卜 (9.1.8) 的函数 V(x), 则平衡态0是 Lya ¬ 
punov 稳定的.进一步，如果不等式 (9.1.8) 对所有1^0是严格的，则 D 内所有轨 
线当 t — + oo 时都趋于 O , 即平衡态 O 渐近稳定 • 

为了证明 O 是 Lyapunov 稳定的，取半径为 e 闱绕点 O 的球设 V c > 0 
娃函数 V ( x ) 在这球面上的极小值（它严格为正，因为球面上所有的点都与厣点有有 
限距 离). 由于 V 连续且 V ⑼= 0, 得知对任何充分接近于 O 的点: c, 函数 V( ： r) 的 
值严格小于％. 

注意，由 (9.1.8) 得知 Lyapunov 函数不可能沿翁系统 (9.1.2) 的轨线增加.因此， 
对从足够接近于点 O 的地方出发的任何轨线: r ( t ), 不等式 V(x(t)) < K 成立.这意 
味猗这样的轨线不能与球面 5 T * 1 相交， W 此,它必须对所有《 > 0都停留在平衡态 
O 的 e 邻域内， W 此平衡态 O 岳 Lyapunov 稳定的. 

为了证明渐近稳定，选抒平衡态的 e 邻域％,并证明从 D 内出发的任何轨线 
经过充分长的时间以后必须进入且必须永远停留在那里.嗔实上，如果不等式 
(9.1.8) 对所有 z / 0是严格的，则极小值 

^ (V'(x),Bx + G(x)) = -C e 

是严格小于；.如果我们假设在时间《轨线: r ⑴上的代表点在 W 外，则由 （9.1.8) 
我们有 

^V(x(t)) ^ - C e 

(在％内我们至少有 ^ V ( xW ) ^ 0). 因此，对任何< 


V(x{t)) ^ V(x(0)) - C e T(t) t 


(9.1.9) 
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其中 r 表示轨线 离开队 的时间.由 （9.1.7) 和 (9.1.9) 得知这个时间对任何 t 是有 
限的： 

^ = r e (x 0 ). 

因此，对所有 t > 7；轨线停留在点 a 的£邻域内.由于 e 可选得任意小，故当 
t — » +0 C 时轨线必将零. 

注 Lyapunov 函数是稳定性理论的通用工具.典甩地，证明所考虑的稳定性是 
由构造一个 Lyapunov 函数或者证明它的存在性所组成.此外,它的应用不限于临界 
平 衡态； 例如在我们对结构稳定平衡态的分析研究时（定理 2.4), 我们已经含蓄地证 
明; T 在 Jordan 基下向 M 的范数就是一个 Lyapunov 函数. 

Lyapunov 函数有其简单的 /I 何意义，特别是在渐近稳定的情形.这里等位面 
V ( x )^ 常数是系统 (9.1.1) 的无切曲面，即在这些曲面上的向屋场的方向指向原点， 
如图 9.1.1 所示（为验证这点，注意到在点: r 函数 V ( x ) 的梯度向员 V '{ x ) 与曲面 
V / = 常数正交，而严格不等式 (9.1.8) 意味着速度向摄 i ： 与函数 V ( x ) 的梯度之间的 
交角是锐 角). 因此，所有的轨线必须进人任何曲面 V ==常数并收敛于平衡态 O . 



图 9.1.1 Lyapunov 函败的几何解 释曲面 V (*) = 常败 与向 S 场无切，即曲 面上仟 何点的切线与 
向坩场描截相交,故每一条轨线走向球面内部. 

从实用的观点， Lyapunov 意义下的稳定性没有渐近稳定性来得 重要. 特別地，由 
简单的连续性论断.如果临界平衡态渐近稳定，那么任何附近系统的轨线也将收敛 
到原点的小邻域并将永远停留在那里.轨线在这个小邻域内的性态可以相当不平凡. 
但是在附近的系统的任何偏离零的轨线都必须保持很小，因为平衡态在临界参数值 




是渐近稳定的. 

上面的论述对平衡态仅仅是 Lyapunov 意义下的稳定并不成立.例如对线性系 
统 

*1 = 叫 1 -WX2 ， 

i 2 = wxi + nx 2 , 

在 M == 0平衡态0(0, 0) 是中心.它是 Lyapunov 稳定但不是渐近稳定（这里任何 
轨线都是围绕原点的同心圆对任何任意小的 M>0, 平衡态变成不稳定焦点，当 
t-+oo 时所有轨线都离开原点到无穷远处. 

由在临界参数值平衡态的不稳定性也可得知关于所有邻近系统轨线性态的实用 
上重要的一般结论.就是说,如果我们固定这样的平衡态的任意小£0邻域，那么对充 
分接近具有不稳定平衡态的原系统的任何系统.存在离开零不远于如的初始条件， 
使得对应的轨线从原点离开一个有限距离.因此，如果原系统的临界平衡态 O 不稳 
定，则任何邻近系统对应的平•衡态的吸引盆（只要它存在）必须非常小. 

为了证明平衡态不稳定，我们可以利用 Lyapunov 函数的某些 类似. 例如，如果 
存在函数 V(x) 满足条件 （9.1.6) 和(9.1.7)，但 

(Hx),Bx + G(x)) > 0,在 i # 0, (9.1.10) 

则对应的平衡态不 稳定. 其中，函数是由 （9.1.2) 改变时间方向得到的系统的 
Lyapunov 函数.因此，由定理 9.1, 所有轨线当 t — -oo 时都趋于 O, 即这样的平衡 
态是排斥的，或完全不 嫌定. 

但是，也有可能存在不铨定平衡态 O, 使得有些轨线当 t — +00时收敛于 a 
最简单的例子是粗鞍点.为了证明在临界情形鞍点的不稳定性，我们可利用 Chctacv 
函数，其中条件 (9.1.6), (9.1.7) 和 (9.1.10) 仅在与点 O 相连接的某些扇形区域内成 
立.详情建议读者参考 Khazin 和 Shnol 的书I 75 ]. 

9.2 第一临界情形 

在 (9.1.1) 中只有 一个特 征指数位于虚轴上，即 m = 1和 A! = 0的情形，系统 
具有标准形 

± = ^ (9.2.1) 

y = + F(i, y)]y, 

其中 z 是数量，函数〆: r) 及其一阶导数在原点等于零.在此情形下，中心流形 
是一维的，且由方程 y = 0定义.在上的系统是 


i = 9(x). 


(9.2.2) 
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我们来研究这个方程在平衡态附近轨线的性态.由于= ^(0) = 0, 

g {. x ) = hx 2 + l ^ x 3 -+-•••, (9.2.3) 

其中函数在 O 的 Taylor 展开的系数〖2,…， 〖fc 称为 Lyapunov 置. 

假设 A: 是第一个非零 Lyapunov S Ik 的数：即 h =…= “-1 = 0而 Zfc / 0. 则 
方程 （9.2.2) 可写为 

i = i k x*(l + o(l)). (9.2.4) 

注意到如果 A： 是偶数,则平衡态不稳定.轨线在点 O 邻域内的性态对正的 /* 和 
负的分别如图 9.2.1(a) 和 （b) 所示.第二个情形由变换 x--i 化为另一个情形. 
这里只存在三条 轨线： 一条是点6)，第二条是从 O 出发走向> 0这边的轨线，第 
三条是从< 0这边进人 O 的轨线. 

如果 A: 是奇数 (*: = 2p+l), 方程取 F 面形式 

x = l 2 P + ix 2 ^ l (l + o {\)). (9.2.5) 

其中，如果& < 0, 则对 z 〆0 有丢 W = /2 P+ iM 2p+ ， (1+o(1))<0. 因此,平衡态 O 
在这种情形下稳定，如图 9.2.1(c) 所示. 反之，如果 b P+1 > 0,平衡态不稳定，如图 
9.2.1(d) 所示 • 

tyo t2p<0 



(0 W) 


图 9 . 2.1 具有不同 Lyapunov * 的鞍-结点.内容见正文. 

让我们回到原来的系统 （9.2.1) 并给出点 O 附近轨线的完全描述 .y - 变鼠上的 
动力学十分 简单： 它被指数式地收敛于零所控制1见不等式 (9-1-4)]. x -坐标上的动 
力学描述如上.因此我 们有： 

( 1 ) 如果第一个非零 Lyapunov 童的指标数是偶数，这样的平衡态称为較-结 
点，此外，如果 G / 0,则称它为简 单鞍- 结点.这里强稳定流形州**将点 O 的邻 
域划分为两个子域：结点子域和鞍点 子域. 在结点子域内的所有轨线都沿着主方向 
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y = 0趋于 O . 在鞍点子域内的所有轨线除了一条当 t — - oc 时趋于 O 以外都在 O 
附近通过（图 9.2.2). 



m 9.2.2 乎面中的鞍-结点. 

在=维情形， W 中的所有轨道当 t — +00时都栴数式地趋于 0. 如果矩阵 A 
的最大 （M 移近 虚轴）特征值 71 是实败，则点 O 是中的稳定结点[见 W 9.2.3(a)); 
反之，如果 71 楚 3 数，则 0 是说 •• 中的稳定焦点[见图 9.2.3(b)). 



阁 9 . 2.3 R 3 中两个/ 0 的拓扑相同的鞍 • 结点例子.限制在 VV 上，点 O 是稳定结点 （ a ), 
或是稳定焦点 （ b ). 


(2) 如果第一个非零 Lyapunov M 是负的且有奇数指标，即< 0, fc = 2 p + 1，则 
平衡态稳定.所有轨线当 t — + oo 时都趋于 O . 此外，位于强稳定流形上的轨 
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线沿着收敛于 O , 如图 9.2.4( a ) 所示.与结构稳定结点不同的是,这里的收敛性 



(3) 如果第一个非零 Lyapunov 量是正数，且它的指标数是奇数，即& > 0 ，fc = 
2 p + 1，则平衡态0有鞍点 （n _ 1 , 1 ) 的拓扑型（见 2.5 节).这里分支点的不稳定流 
形与重合，如图 9.2.4( b ) 所示. 




图 9 . 2. 4 i - 0时的退化平衡态.中心流形在这甩沿着两个方向 fi 伸.这样的分支称为叉分 

支，对于由于对称性在进化平衡态的第一个作零 Lyapunov 置总是奇次的系统,这样的分支是典® 
的. 

注意，为了 it 算第一个非零 Lyapunov M , 我们不需要将系统化到中心流形上. 
如果顷系统冇形式 

x ^ g ( x , y) t 
il ^ Ay + f(x,y) t 

且满足尸(0,0) = 0和 ^(0,0) = 0,其标准的方法如 T : 酋先考虑系统方程 

Ay + f{x t y)=0. 

由于 det A 峙0且/(0,0) = 0,/；(0.0) = 0,这个系统对 y 可求解： 

y = v >(*). 

函数 vKaO 的 Taylor 级数可以用待定系数法求得.接下来我们可以计算 9{ x ,^ x )). 
展开式 

g{x, (fi{x)) = /*x* + ••- (9.2.9) 

中第一个非零系数就是所求的第一个非零 Lyapunov 最. 

对二阶系统 

x = a 2 ox 2 + anxy + (knV 2 + …= g(x, y), 
y = -Xy + bmx 2 + bnxy + bo 2 y 2 + - = -Ay+ /(*, |/), 


(9.2.6) 


(9.2.7) 


(9.2.8) 


2 积分 （9.2.5) 式，我们有 * ~ CIKir 1 ^. 




其中 A > 0,第一个 Lyapunov M 简单地等于 (220. 

如果一般形式 （a6 # 0) 

x = ax + by + g{x t y), 
y = cx + dy + f(x, y), 

的线性郎分中 ad - 6c = 0，d + d < 0, 函数 / 和 9 从二次项开始（如对前一个系统)， 
则计算/ 2 的公式比较 复杂： 

^2 — aw • W — a\\ad + ao2 從一 ^>20^ 2 + bnab — bo2d 2 • 

我们证明公式 （9.2.9) 给出我们的 Lyapunov fi 亊实上由定义，表达式 

g(x, ^(x)) = lki k + ••- (9.2.10) 

中第一个非零系数就是 Lyapunov M, 其中 y = 4»(:r) 是中心流形的方程 . 州 6 ’ 关于 
系统 (9.2.6) 的不变性条件为 

A^(x) + /(x,4»(i)) = 中 ’(1)9(1 ， 4»(*)). (9.2.11) 

比较 (9.2.7), (9.2.8) 和 (9.2.11) 我们得到 

9 ⑻ - *(*) 〜 ^(x)g(x,if(x)) } 

即^0和由⑻之差 I因此_，♦(*))和 9 {xMx)) 之苔1关于 g{xMx)) ft： 高阶小 
ft. 因此，函数咖，*(*))和 g(xM^)) W Taylor 展开 (9.2.10) 和 (9.2.9) 的第一个 
非零项事实上笟合. 

由公式 (9.2.9) 得知，如果系统 (9.2.6) 的右瑞解析，且如果所有的 Lyapunov S： 
等于零，则 g(x t tp(x))s 0 . 所以，由于 y * 是系统 (9.2.7) 的解，故曲线 y »妒㈤ 
被系统 （9.2.6) 的平衡态所 充满. 因此，它是这个系统的不变流形.由于它在 O 与 
V = 0相切，由定义它是中心流形.由此得知对所考虑的悄形，系统有由平衡态组成 
的解析中心流形 W c :y = ^(x), 如阁 9.2.5 所示. 

当系统仅仅光滑而不是解析时就不再成立.例如具有平坦右端的 - 光滑 

系统 



x ^0, 
x = 0 t 


y = -y 

有唯一（不稳定）平衡态，它所有的 Lyapunov 最都为零.而另一个平坦系统 

±= ( S m(l/x)e- l ^\ x^0, 

X ~\0, x = 0 ， 


y = 一 : 




平衡态的 a 定性边界上的动力系统性态 



ffl 9.2.5 退化中心*形由平衡态组成. 

有珂数多个凝聚到原点的孤立平衡态. 

平衡态的相阁不能由 Taylor 展开的系数（这意 味着对 C ” - 光泔系统=…= 
i r =0, 或存对 - 光滑系统所有/,等于零） 确定时，这样的平衡态称为完全退化 
的， 或存在 C °° 情形称为无穷退化的. 


9 . 3 第二临界情形 


设在原点的平衡态有一对纯虚特征值= 士。 
的限制 写为下 面形式 

Xi = 一 W ； T 2+9 l ( I l ， a ; 2)， 
±2 = U；Il + 92(*l»l2)i 


. 这时系统在中心流形上 


(9.3.1) 


其中闲数仍, 2 及其一阶导数在原点为零 

我们从计算系统 (9.3.1) 的规范形开始.显然，存在无穷多个如下类型的共振关 
系 

Ai = (^ + 1)入1 + 9入2， （9.3.2) 

入 2 = qXi + (9 -*■ 1) 入 2 ， 


其中 9 = 1，2，.... 这意味着光滑的变量变换一般不能去掉单项式 + il ” 和 
B q ： r 2 ( a :? +： r 2 2 > M 见 2.9 节).下面我们证明如何去掉直到任何有限次的其 余项- 
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引理 9.1 对任何整数 g > l , 存在多项式变量变换将系统 (9.3.1) 化为 

Q 

U = -UV + ^2 {LqU - n g u)(u 2 + v 2 y + o(r 2Q+1 ' 

g=l 

Q 

t ) = u;w + ( L q v + n q w )( tx 2 + v 2 ) 9 + o ( r 2(?+1 ) 

(其中 r = 或者在极坐标下为 

r = I ^ r 3 + …+ L g r 2 « +1 + o ( r 2 ^*), 

彡 = w + Qir 2 + … + figr 2 。+ o ( r 2<? ). 

证明作下面的变 S 变换 

2 = II + «x 2l Z - = Xi - 1X2 

将系统写为复数形式 

i = + Y1 C P9 iPz ' q + 0( w 2Q+1 )， 

Z " = -» W « •+ [ C ^2 ， P 2 <, +。(|2|抑 +1 

2< p + 9 <2 Q+l 

其中 • 表示复共轭.这个形式更方便，闲为线性部分的矩阵足对角彻的.此外，我们 
可以忽略第二个方程， W 为它可从第一个方程得到. 

接下来我们作变 a 变换 

z — w ■¥ ^ a p 9 t ^ ti;* , f 2< p + 々彡 2 Q +1, (9.3.6) 

其中 a w 是待定系数.在新变纛下这个方程为 

w = iunv + C ^ w ^+ odwl 2 ^ 1 ). (9.3.7) 

我们尝试消去尽可能多的系数将 (9.3.6) 代人 (9.3.5) 并按照 (9.3.7) 的表 
达式替换必和☆•，我们得到 

| 1 + - + 

I P，1 f L M 

+ ^ a pq qw p w mq ~ l - iunv " + 二 Q 狂.〜 

p.i L 

= iwL + ^ + E 。(忉 + … W + … ” + ^(H 2g+1 )- 


(9.3.3) 


(9.3.4) 


(9.3.5) 
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*7 = 2, 我们得到 

ri ? •々一+ 




显然如果 


然后令 


P ^ Q + l , 


Cp , 


(9.3.9) 


(9.3.10) 


iw ( p - l - 9 )， 

则有= 0.对 p + q = 2,条件 （9.3.9) 总满足.因此如果 (9.3.6) 中的系数由 
(9.3.10) 给出，则在新变 S 下系统 (9.3.7) 中就没有二次项. 

令的系数相等，对?> + 9 = 3,我们得到 

Cj^ = Cj^ - iuJQpq^ — Q - 1) + • • • , (9.3.11) 

其中竹略•表示仅依赖于的项，对于它们 P + «7 = 2 (我们已经通过 （9.3.10) 求 
n). 在这种情形下，对满足条件 (9.3.9) 的；)和 g 我们也酊以求得使得在新变 
S 下系数变 成零： 

w ~ ioj{p -l- q)' 

其中杏略号与上面的意义相同 • 

只有一个“永恒的”单项式是第一个共振项 (C 2 i + ---)^* (P = 2， q = 1) •由 
于与邮无关，我们可以在 (9.3.6) 中令 a 21 = 0. 

对 （p + «7) 的史 大值，表达式 (9.3.11) 仍成立，此时 ft 略号表示仅依赖于 a pV 的 
项，对于它们，〆+ / < P + 9. 因此，继续上面相同的方法，我们可以明确地求得适当 
的 变虽变 换以消去所有 (P + 9) 为偶数的单项式，以及所有 (P + 7) 为奇数的非共振 
单 项式. 最后，只有形如 （ CVm , 9 + 的共振单项式还保留■眭然，这个过 

程可以扩展到 (P + 9) 的任何值. 

最后，方程 (9.3.7) 取形式 


W = U>JW + C 2 xW 2 W* + • •. 


o { w 2Q ^). 


(9.3.12) 


代人 ti ; = tx + ir 得出所需要的系统 (9-3.3), 其中= RcC ； +1 ,,, n 9 = ImC 
系统 （9.3.5) 或 (9.3.4) 是第二临界情形的规范形•系数 h 称为 Lyap , 
由上面的过程看到为了计算需要知道方程 (9-3.1) 直到 P + g = 2 Q 
Taylor 展开. 


阶的 



设 Z/i = … = Lk -\ = 0, L* ^ 0. 这时规范形是 


r = L fc r 2t ^ 1 (l + V； (r^)), 
0 = u>(l + t/»(r,0)), 

其中当 r — 0 时 p 和 0 趋于零.通过时间变换 

dt — (1 +y(r, 0))~ l dt, 


我们得到新系统 


r ^ L k ^\ 

0 -= uj(1 + •••), 


(9.3.13) 


称它为轨道规范形. 

如果< 0,则当 f - +00时轨线盘旋趋 f O, 如图 9.3.1 所示.这时的平衡态 
称为稳定复杂焦点或稳定弱焦点.我们注意到与稳定粗焦点相反，这里轨线收敛于 


O 不是指数式.事实上，从研究系统 (9.3.13) 得知 


r 〜 


(9.3.14) 



(9.3.15〉 


其中任何轨线是 r 〜 0 -^ k 3 . 它不是对数螺线，特别地当 r - 0时它的长度趋于 
无穷. 

如果 U > 0,原点坫不稳定平衡态，因为从靠近它处出发的轨线当时间增加时 
盘旋典开.对二维系统 （9.3.1) 点 O 称为不穐定复杂（弱）焦点 • 



9.3.1 R 2 中的稳定 （L* < 0) 弱焦点 • 当 ！<* > 0时，轨线按逆时针方向盘旋离开原点的邻域. 

回到原来的高阶系统[见(9.1-1)-(9.1.3)1，我们注意到如果第一个非零 Lyapunov 
S 是负数，则轨线的性态与稳定粗焦点附近的性态定性地相同，如图 9. 3 .2(a ) 所示. 



平衡态的稳定性边界上的动力系统性态 


如果第一个非零 Lyapunov 居是正的，且所有非临界特征指数（％,•••，7。）位于 
复平面虚轴的左边，则平衡态是复 杂鞍- 焦点，如图 9.3.2( b ) 所示.它的稳定流形是 
不稳定流形与中心流形重合.既不在上也不在上的轨线通过平 
衡态附近. 



(■) ⑻ 

ffl 9.3.2 R 3 中两个相反佾形的描述 •（*) ^ L k < 0 时平衡态在®定性边界上保持它的稳 定性; 
( b ) 当> 0时稳定平衡态变成 WC 上的不铨定热点，从大柢 m 费，鞍-热点稳定流形 W •是 
W . 

Bautin (24) 第一个借助系统 (9.3.1) 的系 数推导 了表达第一个 Lyapunov M 的公 
式.如果我们把系统写为 

x = ax + 6 y /^( z , y ) + Psix , !/) + •••， 
y = cx + dy + Q2 (*，!/) + Q 3(«， V ) + • •. ， 

其中 ad - 6c > 0, a + d = 0, 以及 


P 2 {x,y) = Q20X 2 十 “iizy + 002V 2 , 

QiiXiV) = & 20^ 2 + ^nxy + bo2j/ 2 , 




则有公式 


乙 1 = ~ 46 u ; 3 {t oc ^ a n + a u 〜2 +ao2^n) + <26(6^ + Qm^i 1 + 011^20)] 

+(^(011002 + 2002602) — 2 ac(bo 2 ~ a 2 oao 2 ) - 2 ab(e ^ 0 - ho^ 02 ) 

—6 2 (2*220620 -hl>nt> 2 o) + (be - 2 a 2 )(bnbo 2 - QiiOm ) 

-(a 2 十 bc)[ 3 (cbo 3 — ^Q3o) + 2a(a2i + 612) + (cai2 — 

其中 uj 2 = ad — be. 

为了在高维情形计算我们必须首先推导在中心流形上具有直到三次项精度 
的系统，然后利用上面的公式计算在 M 为零的情形，计算第二个 Lyapunov « 
L2, 要求再构造直到下一个奇次项，即五次项，等等精度的中心流形. 

我们指出，利用 （9.3.13) 中 r - 变量的尺度化，可以 使得心 的绝对值等于1.同 
时，显然第一个非零 Lyapunov S 的符号（以及指标数）不被变 ft 与时间的非奇异变 
换所改变.这个符号决定所给平衡态是否稳定，而指标数则决定轨线收敛于零的速 
度【见 (9.3.14)). 

所有 Lyapunov S 为零时轨线的性态仅在解析情形才可描述. 

定理 9 .3如果所有的 Lyapunov fi 都等于芩，则相应的解析系统冇解析不变(中 
心）流形，它被绕原点的闭轨线所充满，如 ffl 9.3.3 所示.在中心流形上系统有下 
面形式的全纯积分 

其中函数 K 从次项开始. 

冋忆平衡态邻域内的所有轨线足闭时，这种平衡态称为中心.中心在 Lyapunov 
意义下稳定但不渐近稳定.来自相当广泛的一类其有中心的系统是 


X \ = — U > X 2 , 

i 2 = wxi +/(xi), 


(9.3.16) 


其中 /(0) = /' ⑼ = 0. 容易看出，系统 (9.3.16) 具有第一积分（能最积分） 

^警十孕 + r 麟. 

在 C°° 情形，如果所有的 Lyapunov 嬡为零，那么 厣点不 一定是中心.例如，系 



统 


平衡态的稳定性边界上的动力系统性态 



ffl 9.3.3 当解析系统中所有的 Lyapunov S 都 为零时，在上的平衡态是中心.在 R 3 中它的 
扩 W 邻域被不变柱面所叶化. 



原点的小邻域内包含无穷多个极限环. 




第 10 章周期轨线的稳定性边界上的动 

力系统性态 


10.1 Poincard 映射的简化 . Lyapunov 函数 

不像平衡态悄形，周期轨线的稳定性边界可有两种不同 类型： 

(1) 周期轨线在稳定性边界上存在.它的乘子中至少有一个在单位圆匕 

(2) 阆期轨线在稳定性边界上消失. 

这一衔我们将集中讨论第一类稳定性边界由于在这种情形下周期轨线在临 
界时刻得到保持，我们可以构造一个小截面，将我们的问题化为对 Poincar 嫩 射的研 
究.•在截面上的某些适当的坐标下 Poincart 映射可写为形式 

^Bx^G{x,yl ( 10 . 1 . 1 ) 

y = + /(x,y), 

其中 i = (ii, ••- ^ 0,y = (vi, ••- ,j/n), / 和殳属于 C r 类， r 彡 1 ， 且它们与 

它们的一阶导数在原点为零.矩阵 B 的特征方程 

det(B - p/) = 0 

有 m 个根/ p m , 它们的绝对偵都等于 1. 矩阵 A 的特征方程 

det(A -/?/) = 0 

1第二类边界对应于岡期轨道与平衡态( II . 5 节)，或同宿回路，或蓝天突变（ I 2 和13章）的结 

合. 
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的根〜 +1 ，… , p n + m 严格位于单位圆内. 

在这一章，我们只限于考虑下面的三个主要 情形： 

(1) 只有一个乘子在单位圆上且等于1 (m=l, Pl = l). 

(2) 只有一个乘子在单位圆上且等于 -l(m = l, Pl = -l). 

(3) 有一对（复共轭}乘子在单位圆上 （m = 2,p lt2 = e ±iw ,0 < u; < tt ). 


如果矩阵相应 M 特征力•程 


△(/>)=» 〆 


+ bm+n = 0 


给定，则第一和第二临界悄形分别由条件 A(l) = 0和 A(-l) = 0或者 


1 + 6 i + • • • + 6 m +n = 0 



确定.另外我们必须确保特征方程的其它根位于单位圆内. 

为了推导对应于第三个悄形的条件.我们作变 M 变换 p = (1 + A)/(l - A ). 位于 
单位圆内的 p 值对应于在开的左半平面中的 A 值. 在单位圆上的 p 对应于在虛轴上 
的 A . W 此当多项式 



= aoA m+n + axX ^- 1 + .. • + a m + n 


( 10 . 1 . 2 ) 


价有两个纯虚根,并且其余的位于虚轴的左边，这时我们有第三临界情形.对系数叫 
相应的条件在第9章（当 a 0 = 1) 已经绐出.一般地，这个条件是 


A n _! =0, aoa n > 0, ajAfc > 0, 1 , ••- , n - 2 , 

其中是多项式 （10.1.2) 的 Routh-Hurwitz 行列式 • 

对三维系统（即二维 Pcincar6 映射)，特征方程是 


p 2 + 61P + 62 =0, 


稳定性边界的确定如下： 

• 第一临界情形 （P = 1) 

frl + &2 = -1. 〜I < 1. 

• 第二临界情形 ( P =~ l ) 

b, =1 62 + 1, 1^1 < 1- 


(10.1.3) 

(10.1.4) 




10.1 Poincar6 映射的简化 . Lyapunov 函数 



• 第三临界情形 (p = e ^) 

fea = 1， |6 i | < 2. (10.1.5) 

为了推导最后一个条件，我们将 p = c - 代人特征方程得到 


或者 


( cos 2ut + bi cosuj + 62 = 0 
sin 2 u + b \ sin u ; = 0. 


我们求得 h = -2008^,62 = -cos2u; + 2co8 2 a;, 由此得到 (10.1.5). 

如果系统是由 R 3 中的微分方程表示，那么周期轨线的乘子之积必须是正的，即 
h > 0.在 ( 61,62) -平而上由 （10.1.3) — (10.1.5) 得到三维系统周期轨线的稳定性 
区域是由梯形组成，与之相对照的是.任意二维映射不动点的稳定区域是三角形，如 
图 10.1.1 所示. 二茁乘子仍=内=1和力=/>2 = -1的情形分别对应于三角形的 
两个顶点4和汉 p, = 1,/>2 = -1的悄形对应于顶点 



如在第5章证明的，临界不动点 0(0,0) 位于由方程 y = * ( x ) 定义的不变 cr 
- 光滑中心流形上，其中 ◊ 以及它的一阶导数在原点为零.此外下面的约化定 
理 成立： 

在不动点 O 的邻域内，存在 C r -* 类的变量变换使得在新变量下 Poincar 6 映 
射取标准形式 

x = Bx + ^(x), (10.1.6) 

y = [A F ( x , y )] y , (10.1.7) 

其中 p(z) 5 G(x t 9(x)) G C r ,F(x,y)e C r ~ l , F (0,0) = 0. 
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在这新变星下中心流形由 y = 0定义，强稳定流形 由 ： r = 0定义. 
约化定理允许我们在不动点附近研究与^变量无关的临界变 M i 的动力学.由 
于对 > 子空间，动力学相对简单 ：因为 > 变 fi 按范数很小， （10.1.3) 中的函数 F 也 
很小，因此下面的估计 

m\ < Pllyll 

成立，其中 1 > p > max | Pj | (j ==爪+ 1 ，…， m + n ). 这意味着每条轨线都以指数式 
收敛于中心流形. 

因此，原映射 (10.1.1) 的不动点的稳定性等价于在中心流形上映射 （10.1.6) 的 
不动点的稳定性，对此我们形式地叙述 如下： 

定理 10.1 如果不动点 O 在中心流形上 Lyapunov 稳定，则对原映射 
(10.1.1) 它也是稳定的.如果不动点在中心流形上渐近稳定，则原系统的不动点也渐 
近稳定.如果不动点在中心流形上不稳定，则对原映射它也不稳定. 

研究临界不动点的稳定性的基本工具是 Lyapunov 函数. 

定义 10.1 定义在 O 的某邻域 D 内的连续函数 V ( x ) 称为系统 （10.1.6) 的 
Lyapunov 函数，如果 T 面的条件 满足： 

(1) V (0) = 0. (10.1.8) 

(2) V ( x ) > 0,如果 x ^ O . (10.1.9) 

(3) V ( x ) < V ( x) y Mx ^ 0. (10.1.10) 

定理 10 . 2 如果存在满足条件 （10.1.8) — ( 10 . 1 . 10 ) 的函数 V ( x) t 那么不动点 
Lyapunov 稳定.进一步，如果不等式 （10.1.10) 对所有 x ^ 0 严格成立，则 D 内所有 
正半轨线都趋于0,即点0渐近稳定. 

我们略去它的证明，闵为它与平衡态稳定性的定理 9.2 的证明相冋 • 

10.2 第一临界情形 

只有一个乘子( + 1 )在单位圆上的情形， Poincar 6 映射有形式 

X = X + ff ( x ) 
f/ = [A + F(x,y)lt/, 

其中 a : 是数最，以及 

9 ( 0 ) = P # (0) = 0, F (0,0) = 0. 

中心流形州 c 是一维，故在上这个映射可写为形式 

x = x + g { x ) =x + l 2 x 2 4- hx 3 + .•.. 


( 10 . 2 . 1 ) 


( 10 . 2 . 2 ) 
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函数分⑷在 o 的 Taylor 展开中的系数。，…，&称为 Lyapunov 置. 

我们研究这个映射的轨线性态.设 * 是第一个非零 Lyapunov M 的指标，即 
/ 2 = ••• = /*-! = 0, # 0. 于是映射 (10.2.2) 取形式 

x = i + /*jr fc (l+o(l)). (10.2.3) 


如果 it 是偶数， A : = 2 p , 则不动点 O 不稳定.轨线在点 O 附近的性态由图 10.2.1 ⑷ 
中的 Lamerey 图刻画.若 G > 0,则对 O 左边的点 x 0 的正半轨线{巧}】:^°当 
j -*+oo 时趋于 O .对 O 右边的任何点: r 0 存在 J > 0使得: EJ 跑出 O 的邻域•若 
/*<0 (用映射将这种情形化为上一情形)，则从正2：出发的轨线当 j — +oo 
时趋于 O , 但从负 a : 这边点 O 是不稳定的，见图 10.2.1( b ). 



围 10 . 2.1 (•) 情形 bp > 0 和 （ b ) 情形 < 0 的 Lametey 图 


如果 A ： 是奇数， fc-2p+l, 则映射有形式 


i = x + / 2p+l x^ +l (l+a(l)). 


(10.2.4) 


若 Vm < 0,则在 1 〆 0有 | S | = W (1 - | i 2 p + ik 2p (l + o {\))) < | i |. 这意味着 W 是 
Lyapunov 函数，故不动点 O 渐近稳$如图 10.2. 2 ⑷ 所示. 反之，若心： > 0,则 
| S | > O 不稳定，如图 10.2.2( b ) 所示. 

原映射 （10.2.1) 的轨线性态 如下： 


情形 1 1 2 — = lip~l = 0»^2p / 

强稳定流形 W : :c = 0将0的 


0 . 

邻域划分为结点区域和鞍点区域.在结点区 


域，所有轨线沿着主方向 y = 0趋于0 [因为 y - 坐标以指数式递减而由 (10.2.3) 
x -坐标递减慢于几何级 数：向 > (1 - e )\ x \]. 在鞍点区域，所有轨线除了在射线 
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图 10.2.2 在 W 点的不动点⑷当 i 2p *i <0时稳定， （ b ) 当 > 0时排斥 • 


W^.{y ^0 t x ^0) 上的那些都经有限次迭代后麻开 O 的邻域（见10. 2 .3).在 
中的轨线当 j — - oo 时趋于 O . 因此， W ^ O 的局 部不稳定流形 . 2 如同微分方 
程悄形对应的临界平衡态，所考虑的不动点0 称为鞍- 结点： p = 1( 即 i 2 〆 0) 时为 
简单鞍-结点， G = 0 时为复杂（或 退化)鞍-结点. 



图 10.2-3 二维映射的鞍-结点迭代 


现在我们可以描述对应 Poincare 映射不动点 O 的周期轨线 L 的小邻域内轨线 
的性态.在二维情形，轨线性态如图 10.2.4 所示，在高维情形如图 10.2.5 所示. 强稳 
定不变流形 VVf (在截面上从 W 方的点出发的轨线的并）将 L 的邻域划分为结点 
区域和鞍点区域.在结点区域，所有轨线当 t — + oo 时盘旋趋于 L ， 故 L 在这个区 

2 注意这是…个带边（它是 
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域是轨道稳定.在鞍点区域，每一条轨线经过有限时间都离开 L 的邻域，除了在局 
部不稳定流形 W ^{ L ) 上当《 — - oc 时趋于 L 的轨线.这样的周期轨线也称为鞍- 
结点周期轨线.平面情形，术语半稳定极限环或者 p 重 (当/ 2 =0时为二重)极限 
环更加典型. 





(•> 

ffl 10.2.4 R 2 中的鞍-结点埘期轨道：⑷当（扑 > 0时•环 L 在区域内不椽定,在区域外租定. 
( b ) 当 b < 0时.环对内部点吸引，对外部轨线排斥. 




图 10.2.6 R 3 中的鞍-结点周期 轨道. 它的强稳定不变液形将周期轨道邻域分成两个区域结点 
区蜮和鞍点区域.在结点 K 域阛期轨进稳定.轨道的不稳定流形 M 胚于半柱面.我们将多次 
黹要这个图像. 


情形 2 / 2 = .•- = / 2p = 0, /2p+i < 0. 

这时不动点渐近稳定.所有不属于非主流形 W - : x = 0的轨线沿着主方向 
2 / = 0 进人 O , 如图 10 . 2 . 6 ( a ) 所示. 对应于临界不动点的极限环邻域内轨线的性态 
如阁 10.2.7( a ) 所示.高维图像看上去像粗稳定阇期轨线.但在临界情形没有指数式 
收敛于 L 的 轨线. 




周期轨线的稳定性边界上的动力系统性态 


情形3 Z 2 = • • • = ^2 P = 0, /2 P +i > 0- 

这样的临界不动点称为复杂（退化）鞍点.它的稳定流形是 W c ： j / = 0, 不稳定 
流形 W 的方程是 : r = 0,如图 10.2.6( b ) 所示.这里，在临界情形，轨线定性地与粗 
不稳定环附近的相同，如图 10.2.7( b ) 所示. 



( b > 


围 10 . 2 . 6 儿何上临界结点 / 2pm < 0 ( a ) 和粗铨定结点之间没有什么区别.但是关于在质点附近 
轨线的收效寧坷作出定 fi 比较.类似的现 察也蚵 以应用到粗鞍点不动点和> 0 时的临界鞍 


如果所有的 Lyapunov 景都等于零且映射是解析的，则中心流形也解析，并由不 
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367 




ffl 10. 2 . 7 ⑷如果 < 0. 分支极限 环格定 .（ b ) 如果 l 7p+l > 0, 分支极限推斥. 
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图 10.2.8 中心流形 WC 被不动点所充灌. 

动点组成（图 10.2.8). 注意到如果映射有形式 


X = x + g ( x , y ), 
y = Ay + f { x , y ), 


(10.2.5) 


则第一个非零 Lyapunov 萤是 g(a:，《ii(;r)) 的 Taylor 展开式中的第一个非零系数，其 
中 y =多(工）是方程 


Ay + f { x , y )^0 


(10.2.6) 
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的解.因此如果所有的 Lyapunov 虽都等于零，则由/的解析性得知 

/(x,<Kx))=0. 


(10.2.7) 


从 (10.2.5) — (10.2.7) 我们可以得知解析曲线 y = < p ( x ) 整个地由不动点组成，因此 
它是不变（中心）流形. 

稳定不变叶层的叶片通过每个不动点 M ^ W C (见第5章).显然每个叶片是点 
M 的稳定流形在叶片上的轨线当 j — +oo 时指数式收敛于 M. 

在非解析情形，当所有 Lyapunov 萤为零时，对映射的动力学很难作出任何一般 
的阐述（这时的不动点称为完全退化，或若无穷退化). 3 例如，对映射 






原点是鞍点，但是对映射 


i =*x + 




它足稳定的但不渐近稳定 • 

最后，我们强调无穷退化的不动点是非常 H 通的.事实上，（见 Gonchenko 等人 
的综合性文咳 [621) 在维数为3或史高的光滑动力系统空间中存在称为 Newhousc 
区域的区域，其中具有无穷退化周期轨线的系统处处稱密注意，这些区域在具有申 • 
个非退化（二次）同衍切触的任何系统附近部存在，这是在几乎所知道的任何一个異 
有复杂（混沌）性态換型中特有的现象.槪括地说,我们可得出结论，具有复杂性态的 
动力学携型在参败空间内都具有这样的区域，其中系统任意小的扰动可以产生无穷 
退化的周期轨道（可能有非常长的周期) • 


10.3 第二临界情形 

在这种情形下 Poinca^ 映射的标准形式是 

(10.3.1) 

y = [A + f(x,y)]y, 

~ 3 更确 切地说 ，如果 / 2 = ... = / r = 0 t CT- 光 W 映射的 不动点 称为是完全退 化如果 G 的整个 
集合为零, c ~ - 映射的不 动点称 为无穷 遇化. 




其中 a : 是数虽变 a , A 的所有特征值严格位于单位圆内，函数/和 g 满足 


〆())=〆 ⑼ =0,/(0, 0) = 0. 

考虑中心流形上的映射 

x = — I + Q 2 Z 2 + a 3 i 3 + … • (10.3.2) 

乘子 P 等于- 1. 因此共振关系是 

P = P ^ 1 - 

由于2：的偶次幕不是共振项，因此对应的直到任何有限次的项可用冇限个光滑的变 
a 变换消去（见 3.13 节).最后，映射化为规范形 

卜 - 《(1 + + + + •••), (10.3.3) 

其中系数0是 Lyapunov S . 第一个系数由公式 

« aj + a 3 

给出. 

映射 F 的轨线的动力学依賴于第一个非零 Lyapunov l k ^ 0且对所 

冇前面的 j < k 有卜 0 ,则映射取形式 

卜-《(1 + lk^ 2k + •• )• (10.3.4) 

由此得知，若 g < 0,则在甩点的不动点 o 渐近稳定（因为对《/ 0有向< ia 即 
足 Lyapunov 函数 >. 若 Z * > 0,则点 O 不稳定.图 10.3.1 ⑷和 （ b ) 分别显示负的 
和正的 k 相应的 Laracrey 图 • 

观察映射 （10.3.4) 的第二次迭代 

C = C + 2 i fc ^ , + -- ， (10-3.5) 

它与上一节考虑的映射有相同的形式（情形 2 和 3). 

对原映射 (10.3.1), 当 /* < 0时,不动点 O 是渐近稳定的，当 /* > 0时，不动点 
O 是鞍点.在后一情形 O 的稳定和不稳定流形分别是 V •和 W c . 借助于微分方 
程系统的 Poincare 映射，对应的周期轨线 L 当4 < 0时稳定 ， U > 0 时是鞍点的 • 
注意在鞍点情形，周期轨线邻域内的二维不稳定流形 (幻是 Mdbhw 带‘ 

如果所有的 Lyapunov 董都等于零且系统是解析的，则中心流形也解析，其上的 
所有点除了 O 以外都是周期为2的周期点.这意味着对微分方程系统存在不可定 
向的中心流形，它是中线为环 L 的 M 6 bius 带，且被周期接近于 I 周期的2倍的周 
期轨道所充满（见图 10.3.2). 
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/ 4 <0 


/*>0 


图 10.3.1 Lamcrcy 螺 线：⑷ /* < 0时肤点 tt 定 •（b> / k > 0 时旗 点不 tt 定. 



ffl 10.3.2 若所有的 Lyapunov 等于零, W 解析系统的 联始埘 期轨道 L 的中心流形 Mobius 
带.它被一.重埘期的周期轨道_密地充潢. 


如果映射是 C 2 r “类，其中1 ^ r ^ oo , 且如果所有 Lyapunov S hr - Jr 都等 
于零，则不动点 O 是完全退化的，或当 r = oo 时为无穷退化的. 

我们现在来叙述对没有被化为标准形式的映射的第一个非芩 Lyapunov fi 的算 
法.首先将映射写为形式 

x = -x + < 7 (x,y), (10.3.6) 

J/ = Ay+ f(x,y), 

其中 

/(0,0) = 0, / / (0,0) = 0, p(0,0) = 0 ， p'(0,0) = 0 ， 

然后考虑它的第二次迭代 

X = X + g { x , y ), 

^ = A 2 y + f(x,y) t 



其中 


10.4 第三临界情形.弱共振 


9(x,y) s -g(x,y) + g(-x + g{x t y),Ay + f(x, y)), 
f{x,y) = Af(x,y) + f(-x + g(x, y). Ay + /(*, y)). 

由隐函数方程 

A 2 y + f(x,y) = 0 

将 y 表示为 y = 0(x). 于是所求的 Lyapunov S 等于函数夺 (:c，6(a:)) 的 T&ylor 展开 

p(a:,^(x)) = 2i p x 2,H - 1 + ••- 

中第一个系数的一半. 

10.4 第三临界 情形. 弱共振 

假设周期轨道的两个乘子是共轭复数且在单位 圆上. 在这种情形 F Poincare 映 
射取形式 

i\ = ij cosw - X2 sinu； + pi(xi,X2)» 

£2 = Xi sinu; -f- x 2 cosu； + ^2(x11 a：2). (10.4.1) 

j/ = (A + f(xi,x 2 ,y))v, 

其中 0 < U； < TT, 且 >1 的所有特征值位于单位圆内这里的中心流形坫二维的，在它 
上面映射由（10. 4 .1)前面两个方程 

±i = Xi cosu; — ij sin u) + «7i(o：x,X2)i (10 4 2) 

x 2 = Xi sinu; + x 3 cosu; + 92{xi t X2) 

定义， 其中仍 .2 以及它们的一阶导数在原点为零. 

在原点的不动点的乘子是（外 = e -^). 如同在平衡态具有一对纯虚特 
征指数的情形（见 9.3 节),存在共 振类： 

Pi=^V 2 (P2=P； = ^ +， P?). 

因此，可以期望下面的项将出现在规范形的右端： 

(Lpx l -n p x 2 )(x?+^) p , 

{L p x 2 + n p xi)(x 2 1 +xl) p . 

我们称共振关系式 (10.4.4) 是平 凡的. 此外，如果 J 是与 2 tt 可通约的，即 

2m\f 


(10.4.3) 


(10.4.4) 
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其中 M 和 W 是没有公约数的正整数，于是存在另外非平凡的共振关系式.为找它 
们，我们把共振关系写为具有未知数 p 和 g 的关 系式： 

Pi = f\P\' 

或者 

e ^(p-q-i) = ! (10.4.5) 

对 (10.4.5) 两边取对数.得 

iu{p - q - I) = 2iril t 

其中！是整数.将 a ; = 2nM/N 代入,我们得到 

M(p Nl. (10.4.6) 


对每个整数/，当且仅当 

p = ^ + Ns + 1 (10.4.7) 

时，等式 (10.4.6) 满足，其中 a € Z . 在 (10.4.7) 中我们_定 • > 0. 否则，对负的《 
将 (10.4.7) 写为形式 

q 二 p + Ns — (10.4.8) 

现在这里的 a 岛正的.注意，在 (10.4.7) 中令《 = 0给出 p = q + 1，它对应于平凡共 
振. 

因此,在 w 与27：适可通约的情形，带有项 （10.4.4) 的规范形具有由 s > 0的关 
系 （10.4.7) 和 (10.4.8) 确定的其它项 • 

为了构造规范形，我们按照 9 .3节给出的相同方法并引入复变运使得线性部分 


变成对角形.设 

2 = + **2i 


将 (10.4.2) 写为 

P,9 

(10.4.9) 

下面我们应用变换 




Z = W + y^Q^w s w 0t 

(10.4.10) 

使得在新变量下映射 

iv^e w + 

(10.4.11) 


有尽可能多的零系数％. 




(10.4.12) 


和的关 系式： 对 p + g = 2 为 

+ -1] = e -^ C ^ 

对 p + g > 2 为 

A + W*- 1 )-1] = c--C M + S w (a. t ), 

其中 5 M ( a at ) 是仅依赖于〜的某多项式，指标 s 和 t 满足 s O 
可以从 p + g = 2开始计算系数 a w . 此外，若 


(10.4.13) 
因此我们 


»- l) ^ 1, 



则若令 


对应的系数％可去除 . 当 p = <? + 1 ，或者如果关系式 （ 1CM.7) — (10.4.8) 之一成立， 
则 

⑼十 "=1 ， 

因此，一般不能被去除 . 在这种悄形下，我 们令巧 ^ = 0 ,于是共振系数通过 

C^ = e-^C w + 5p,(a. t ) 

与 C pfl 相联系，这里坫 (10.4.13) 中的多项式 • 

关于 a; 与加是否可通约对某苎进一步的计算是方便的 . 在非共振情形，其中 
W /27T 为尤理数，这很 简笮， 因为在那 41 只出现平凡共振 . 因此，对任意给定的幣数 P 
( 不超过 （r - 1 )/ 2 , 其中 r 是映射的光滑性次 数)， 多项式变换将映射化为形式 

tD = e^w(l 4- C' 2 M 2 + ••* + Gw. P M 2p ) + （ 10 414 ) 

在极坐标切 = 价叫下，映射 (10.4.14 ) 取形式 

A = i2 + Ll 炉 + ••• + LpR 2^ + (104l5) 

^ + u ； + n,/? + ••• + n P « 2p + o(/? 2p ), 

其中 “ 和仏的值由 c^ J+1 表示，例如 


(10.4.15) 


n , = A , 


L-l = £>2 


=决-争， 


(10.4.16) 


这里 C^ +l fc s Q k + i 0 k - 

值 Lfc 称为 Lyapunov 
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定理 10.3 设是第4非零 Lyapunov : t (对 i < fc 有 k / 0山= 0) •则 
当 L < 0时不动点 O 渐近稳定，当 L fc > 0时它不稳定. 

证明由 （10.4.15) 我们有 

^ = /?(1 + L k R 2k + o(R 2k )). (10.4.17) 

由此得知，如果 k < 0,则片 < 尺，即 V(R, 三/?是 Lyapunov 函数，因此不动点 
渐近稳定.在悄形> 0我们有 

«= H ( l - L k H 2 *+ o ( H 2fc )). 


因此片> /i .故是逆映射的 Lyapunov 函数，从而得知不动点不稳定.证明完毕. 

注由公式 (10.4.16) 得知，在-•般情形不动点的稳定性由谊 He Ch = M 确 
定.若 Re % < 0则不动点稳定.反之，当 Re > 0时不动点不稳定. 

我们可以用下面的公式计算 


4 ⑽ 1 W - - 2 餐-輕 

其中足 (10.4.9) 中的系数.因此，第一个 Lyapunov S 足 


厶， = Re(C2oCii) 


+lra(C*2oCii 〉 


cos3t/> 一 3cow2ti ； 4 - 2costi; 
2(1 -cosu;) 

.sin 3w» - 3 sin 2w + 2sin w 


-\Cq2 \ 2 - i|Cn | 2 + ReCai • cosu; + lraC2i - sinw. 

根据 Lyapunov S 的符号，所考虑的不动点 O 称为稳定 ft 杂（弱）焦点 或若不 


稳定复杂（弱）焦点. 

若< 0,则对原来的高维映射 (10.4.1), 不动点也是稳定焦点.此外，它的主 
流形与中心流形 敢合. 这意味着所有的正半轨线，除了在非主流形上的轨 
线，都沿着在 O 切于 VV C 的螺线趋于 O . 对应于不动点 O 的周期轨道也渐近稳定. 
附近轨线都围绕周期轨线卷绕地趋于它，如图 10.4.1 所示. 

在 Lyapunov § L k 是正的情形，原映射巧不动点是弱鞍-焦点它的稳定和不 
稳定流形分别是和 W C ， 如图 10.4.2 所示. 


在共振情形，这时 a ; = 存在两类非平凡共振关系 （10.4. 7 ) 和（10. 4 .8)以 

及平凡共振.对相应的值 p 和 g , 公式（10. 4 .12)和 (10.4.13) 中的系数⑼为零，单 
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. 375 . 




m 10.4.2 —个迭代的鞍-焦点. 


项式 wPw^ 在标准变换 (10.4.10) 下仍存在.因此，映射 (10.4.2) 变成下面的规范形 


\ p>l P > O .0 ^l 

Z 

(w(l^C；^ p \w\A + 务 > I 2P 

V V P >i / ->1 p >» 


(10.4.18) 


E ， +1 T. c， ^. + iM q ) ++i 2 卜 ”, 


其中和式取遍所有指标，因此对某正整数/，，单项式次数不超过 (2 P + 1), P 可选择 
任意大，但不得超过是系统的光滑次数. 

由依赖值 W 的公式 （10.4.18) 得知，下面三种情形之一会发生： 


(1) N = 3:ii) = c 2w '/ 3 (u; + C^W 2 ) + o(|u ； j 2 ). 

{2) N = 4: w = e^ 2 {w + C' 2x \w\ 2 w + Ci z w m3 ) 4 - o(M 3 ). 
(3) iV > 5 : iD = e 2ffiJi///v (u; + C 2l \w\ 2 w)-¥ o(|ti/| 3 ). 
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我们看到在强共振值 U ； = | 和 w i 的情形，规范形的主要阶与其它 U ； 

的规范形是不同的.在下一竹我们将考虑强共振，但现在我们先讨论弱共振的 悄形: 
2ttM _ 

~fT，， N > 5 - 

在给定的悄形，映射 (10.4.18) 可写为 


卜(1 + [〜>;|办) + CS , Ar _ 1 〆 - 1 ) +o(\w\ N ~ l ), (10.4.19) 


其中的和式取遍所有满足 + 1 < N - 1的 p . 在极坐标下有 


fl = /? + L ,« 3 +-+ L P R 2P+l + o(R N ' 2 ) t 

ifi = ip + u; + QiR 7 + ilpR 2P 4 - o(/? jV-3 ), 


(10.4.20) 


这里 P 是小于 (N /2 - l ) 的最大 锒数. 

公式 (10.4.20) 类似于非共振情形的公式 (10.4.14), 差別仅仅是在弱共振情形只 
有冇限个 Lyapunov M ，…， L P 有定义（例如，当 ；V = 5 仅2^有定义).若这些 
l . yapum»v M 中至少有一个非零，则定理 10.3 成立，即依赖于第一个非芩 Lyapunov 
鼠的符号,不动点或茗是稳定复杂焦点，或荠是不稳定复杂焦点（商维悄形中的0杂 
鞍- 焦点). 


10.5 强共振 

回忆强共振对应于频肀值 U ； = #和 U ； = 对前一悄形，映射的规范形是 

3 i 

c 2 ^ 3 (u. + Ci,!!)- 2 ) + o<]w\ 2 ). (10.5.1) 

我们将仅考虑％ 〆 0 的悄形 • 设 C = \CM ，= ^2. 则变换 u ; — 将 

这映射化为 

c 2 ^ 3 ( u ； + ti »- 2 ) + o{\w\ 2 ). (10.5.2) 

定义 10.2 m - 似形是同胚于从一点（扇形的顶点）出发的 m 条射线的并的 
集合. 

定义 10.3 如果平而中不动点的稳定流形 VV * 和不稳定流形是顶点在不 
动点的 m _扇形.使得在的仟何两个相邻射线之间存在撕“的一条射线，且反 
之亦然，则称这种不动点 为異有 2 m 条分界线的鞍点- 

定理 10.4 映射 （10.5.2) 的不动点是不稳定的，且它是具有6条分界线的鞍 
点，如图 10.5.1 所示. 





W 10.5.1 具有 6 条分界线的鞍点. 


证明较方便的不是考虑映射 (10.5.2) 本身，而是考虑它的三次迭代.我们有 


w = e 7ni/3 (w + ii >* 2 + ...) = e 4, r */ 3 ( ii ； + 2 i 
iS = w + 3| u ; - | 2 + •. •, 


(10.5.3) 


其中竹略分表示三阶和逛岛阶项. 
考虑傲分方程 


(10.5.4) 


沿着此方程的轨线在时间 < = 3的移位映射具有 (10.5.3) 的形式. 为证明 这一点，将 
(10.5.4) 写为 

w t ufo-b J wl 2 ds. (10.5.5) 

应用这个公式允许我们将 (10.5.4) 的解作为逐次通近叫 (n) : 


的极限.对第一次近似，我们有 


对第二次近似，我们有 


= xvo + J\rvi n >yds 


wj 1 〉 = two + two 2 . 


(10.5.6) 


twj 2) =Wfj + tWQ 2 + ^WqWq + 3 ~. 
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不难看到所有的近似直到包括二阶项都相同，因此我们有 




咖 I 2 ). 


从而，方程 (10.5.4) 的解有相同形式 . 4 由此得知，沿着系统 (10.5.4) 的轨线在时间 
« = 3的移位映射具有 （10.5.3) 的形式 • 

系统 (10.5.3) 可以积分.为此我们引入极坐标 u ; = Re ^. 于是得到 

at 


R + iR*i> = 


或者 


R = R 2 cos 3ffi, 
(f = —Rsin 3^. 


时间变换 /Wt — dt 后，系统化为形式 


(10.5.7) 


注意到函数 

H = it 3 sin 3v? 

是 (10.5.7) 的萏次积分.我们平凡地得到，函数//的等位线足系统 (10.5.7) 的积分 
曲线.由方程 sin 3^»0 给出的等位线// = 0包含平衡态，且楚由射线 

¥» =〒， （n = 0，." ,5) 

定义的6 -埚形.在具有偶数 n 的射线上的运动方程是 


闪此当 t — +OC 时沿着这些射线无限地 增加. 在具有奇数 n 的射线上运动方程 
是 

k 一 R, 

即 t — - oo 时趋千零.因此射线 

2 ?m 

— 

是平衡态的不稳定分界线.而射线 

w (2 n + 1) 

#=— 5— 

~4 —舣来讲,我们必须证明逐次逼€收敛,这很容易验证：如杲时间 t 的区间有限，又充分 
小，我们可以应用 Banach 压缩映射 原理. 
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图 10.5.2 ■有 6 条分界线的共振不动点.每对分界线之间的交角是 》 r /3. 


则是稳定分界线 （n = 0, 1 , 2 ). 其余轨线有双曲线形状，当 t — + OC 和 t — - oo 时它 
们的渐近线分别是不稳定和稳定的分界线，如阁 10.5.2 所示. 

显然，对沿 宥系统 (10.5.4) 轨线的移位映射，其不动点也有相同的 6 条分界线， 
就是说定理 10.4 对这个特殊悄形成立.为了考虑-般情形，回忆在 3.14 节，对不动 
点附近的任意映射，映射的某些迭代酊以用沿宥某自治微分方程系统轨线的移位映 
射近似到任意高阶项 . 6 对映射 (10-5.3) 这样的系统具有形式 

w — w* 2 + q{w, w m ) t (10.5.8) 

其中 p = o (| H 2 )- 为了求函数 f 我们可以将 (10.5.8) 的右繃写为 A 有待定系数的 
Taylor 展开，然后借助于 g 的 Taylor 系败用逐次逼近法求时间移位映射的 Taylm •展 
开.比较上面移位映射和原映射 (10.5.3) 中的相似项，我们得到一个方程组，从它可 
找到9中所要求的 Taylor 系数.这个方程组的可解性由定理 3.23 保证 • 

映射 (10.5.3) 的确切表示由非自治系统 

w = w 91 + g{w,w 9 ) + g{w, w 9 ,t) 

的移位映射给出，其中5是《的周期函败.周期 : T = 3,此外依赖于 
任意小（到 o (| u ； n 阶， r * 是系统的光滑次数) • 

在极坐标上面系统可以写为 

R = R 2 cos3v? + gi(R, 0* 

tp = —R sin 3^ + 92(^ V ) + ^ 2 (尺，#， 0 ， 

~ 我们 6 T 以取#意的非自治的时间周期系统.使得考虑的映射是这个系统的 Poincar 4 映射•此 
后 , 3.14 节描述的规范化程序就珂应用. 


(10.5.9) 
t 的项可以使其 


(10.5.10) 
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其中 仍 = 0{^), 92 = 0(炉> 且 


9i=o(R r ), 92 = o(R r - 1 ). 

去掉非自治项，我们得到 

R = R 2 cos 3v? + pi (R, <fi), 


<fi = -Rsin3ifi + g2{R, < p )- 


] 人新时间变 M 


这个系统取下面的形式，它的主要项与 （10.5.7) 的相同 

R = Rcos^ip + 0(R 2 ) t 
ifi = — sin 3^> O(R). 


(10.5.11) 


(10.5.12) 


(10.5.13) 


(10.5.14) 


当 p 的俏不同时，我们暂时不等同对应于 R = 0 的点.因此，系统 (10.5.14) 的相空 
间变成半柱面.在不变圆堝 R = 0 上存在由方程 siii 3^ = 0 确定的6个平衡态 

(R = 0,ip = (fi n = ^), (n = 0, ••- ,5). (10.5.15) 

n 为偶数的平衡态在圆周上稳定， n 为奇数的不 稳定. 如果我们选择小 e > 0,则从 K 
间 p € ( ， (2n - l)/3,7r(2n+ 1)/3) 出发的任何轨线（异于 p = 2rrn/3) 的正半轨线在 
有限时间内进人点 2;m/3 的£ 邻域; 负半轨线迸人点 »r(2n-l)/3 或荇点 7r(2n+l)/3 
之一的£邻域.由于关于初始值的连续依赖性，系统 （10.5.14) 从 H 充分小的地方出 
发的轨线異有相同的性质. 

我们证明对非自治系统 (10.5.10) 的轨线这同样成立.酋先，我们史滿慎地考虑 
由 (10.5.13) 给出的时间尺度化.这个公式的息义足参数化 （10.5.12) 的轨线的老时 
间 t 是的函数，而参数化 （10.5.14) 轨线的新时间 t 由 


•,R,(p) = J 


ds 

/?•(«- r; R, voj 


(10.5.16) 


定义，其中是系统 (10.5.14) 在 s = 0 从点 （ K , ⑷出发的轨线. 

由于 （10.5.14) 中的 A 是/?阶的，故对有限 r , 比 R^/R 有界异于零，而对任意 
小 i ? 它为无穷.我们看到^也是尺阶的.因此由公式 (10-516) 对有界的 t 得到 

芸 =。⑴， H TR-°{h\ _. 17) 


此外，容易证明 


dt 1 

d ^ = R ^ 


(10.5.18) 




由于这个导数不为零，可得知公式 (10.5.16) 也定义了 r 为 t 和 { R , 的函数.因此， 
公式 (10.5.13) 可写为形式 


dr dr 
dt^dR 


k ， i^ =R ' 


(10,5.19) 


其中片 = 0 ( R 2 ) 和必 = 0 { R ) (10.5.12) 给出. 

现在我们考虑系统 (10.5.10), 并作如在自治系统 (10.5.12) 中相同的时间变换. 
即新时间变置 r 由 (10.5.16) 定义， 其中丑 •是 (10.5.14) 的解.所得系统可写为形式 


^ = ^Rcos3<^+ + 士 ， t(r, /?，#))) X{T,R,tp), 

0 = (- sin 3 v ? + 士仍(尺， p ) + t ( r , R , v ?”) 


(10.5.20) 


dt dt dR 

这里片和 0 由 （10.5.10) 定义.这些片和0不同于 (10.5.19) 中的那些，区別在于它 
们分别含有阶为 o ( iT ) 和 o ( R r - 1 ) 的项办 和釭.闪此对冇界的 r (见 （10.5.17) 和 
(10.5.18)) 有 

Y =——- V = 1 + o (/ T - 2 ). (10.5.21) 


1 -舍 


由此，我们柑知非 A 治系统 （10.5.20) 在 K = 0有确切的定义，此时恰如在 G 治系统 
(10.5.14)，它取形式 

^ — sin 3 < fi . 

从而，非自治系统 （10.5.20) 在 ft = 0有相同的平衡点，此外，所有满足从小开始 
的轨线在有限时间内进人这些平衡点之一的小邻域 

因此，为了研究在小尺下的系统 (10.5.20), 仍滿要考虑平衡态小邻域内轨线的 
性态 • 

对某 A ：„ ，系统 (10.5.20) 在平衡态 = 0, p = ¥) 的线性部分等于系统 (10.5.14) 
的线性 部分： 

R = «(- l ) n , 

0 = 9(-l) n+ V + ^«- 

它的特征指数是 （_ l ) n 和9(-1)〜 〗 .由此得知.对治系统 (10.5.14), 所有的平衡 
态都是鞍点.具有偶数 n 的平衡态有不稳定分界线 10 R 0 ( R ^~ y 稳定分 
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界线是在圆= 0上的拱形^-― 1} - 和！^ < p < 具有奇 

o o o o 

数 n 的平衡态有形如 - in ,^ 02 .的稳定分界线，而在圆 H = 0上的拱形 

o 1U + U{tx^) 

^3^ <#<$和¥<#< 是不稳定分界线. 


现在我们在半柱面上构造系统 (10.5.14) 的相图，如阁 10.5.3 所示.于是，将岡 
周尺= 0黏合成一点，所得系统 (10.5.8) 的平衡态 w = 0 是具有6条分界线的鞍点, 
如图 10.5.3( a ) 所示. 



图 10.5.3 ⑷柱面的截面 ⑼半 柱而上轨线的性态. 


为了证明这个定理，我们必须对非自治系统 (10.5.9) 得到相同 结果. 就姑说，我 
们必须证明系统（10.5. 2 0)的平衡点 (ff = 0， p = 的稳定和不稳定分界线的存 

在性（和唯一性).由问题的对称性，只莴考虑一个丰衡点，例如 n = 1的平衡点. 

由 5.2 节和 5.3 节的结果，为了证明非自治系统的鞍点平衡态的稳定分界线的 
存在性和唯一性，只需验证在平衡态的小邻域内，对所有正时间非线性项以及它们的 
所有导数保持很小.因此我们必须验证 (10.5.20) 右端的函数 9i . 2 ( H ,^ t ( fi l ¥ >, r))/H 
和（尤_ 1) 以及它们的导数都很小，只要对某小占 

0 ^ i ? ^ 6, — 51 ^ (10.5.22) 

事实上，由 （10.5.20) 立刻得知，对某充分小的 e > 0,在平衡态的小邻域内有 


R(t)^ e~( l - e > T R(0). 





因此，只要验证在满足 


T >0 




R' 


(10.5.23) 


的这部分平衡态邻域内的非线性项保持小就足够了.事实上，如果非线性项在那里 


是小的，则在由 （10.5.22) 和 (10.5.23) 定义的集合外面，可以改变系统使得对所有 
( R ,^ r ) 它变成大范围二分（详情见 5.2 节).由 5.3 节的结果得知，对这个改变的系 
统稳定不变流形存在且唯一.在这个流形上的任何正半轨线应满足 (10.5.23). 因此所 


得不变流形位于系统没有被改变的区域.所以，这个流形与平衡态的小邻域 (10.5.22) 


之交是原系统的所寻求的局部不变流形. 


由于函数贞,2和它们关于时间的导数至少是 o ( iT - 2 ) 阶（见 (10.5.11)), 只黹证 
明 （10.5.20) 和 （1 G .5.21) 中的函数的导数增长不快于丑的某个负幕次 ••当 
光滑次数 r 足够地大时，这玎给出 （10.5.20) 右端的非线性项所需要的微小性.现 
在注意系统 （10.5 14) 在平衡态的线性化的进有界，它的下界是 A = -1. 因此，在 
.9 - r 彡0, 对小 £> 0 ,关于系统 (10.5.14) 的解 /?• 我们冇下面估计： 




将这个估计代入定义 t ( r , R t ^) 的公式 (10.5.16), 并利用 （10.5.18) 和 (10.5.23), 我们 
最后得到估计 ^ f 、 


其中 e — 0时 CT > 0趋 于零. 如上面解释的，这个估计对违立非自治系统 (10.5.20) 
的平衡态的 W 部稳定不变流形的存在唯一性巳经足够了. 

从而，我们逑立了不变流形，即空间中形如 


孕 + /n(« ， r) 


的曲面的存在唯一性，它们整个由系统（ 10 . 5 . 2 0 )的解 (^( r ), i ?( r )) 组成（见 IS 
10.5.3( b )). 对奇数 n 这些是稳定 流形： t 增长时在每个流形上 ft 的值趋于零.对偶 
数 n , 它们是不稳定流形 • 

由于系统 (10.5.20) 的解是改变时间变敏后系统 (10.5.10) 的解，我们已经证明系 
统 (10.5.10) 的平衡态= 0^ = 的稳定和不稳定不变流形的存在唯 一性由 

构造，这些流形是系统 (10.5.10) 的 &线的 集合，这些轨线都是在 < = 0时从由 


«P=Y + /n(R，0) 


(10.5.24) 


唯一确定的曲线出发的.由于系统 (10.5.10) 的右端关于 < 是周期的，在《 = 0 
从曲线的像(在沿着系统的轨线的一个周期的映射下）上的点开始的轨线也 
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组成不变流形.由唯一性，这必须是同一个不变流形，因此 A * = 但是这个映射 
在系统 (10.5.10) 的一个周期上是映射 (10.5.3). 因此，我们建立了所给映射的不动点 
w = 0的6个不变流形，£ 5 的存在性（三个稳定三个不稳定)，由此得定理的 
论断. 

注在高维情形，那里除了中心坐标还存在稳定坐标，不稳定集合由三条曲线 
组成，而稳定集是由一束沿着非主流形 W 相交的三个半平面组成，三维例子如图 
10.5.4 所示. 



m 10.5.4 R 3 中共振^不动点的稳定和不穠定流形的拓扑. 

现在我们详细阐述共振 u ;= ^这时这个映射的规范形是 

w = e wi/2 (w + C ^| u ;| 2 u ; + W 3 ) + o ( M 3 ). (10.5.25) 

我们将假设 〆 0. 于是经变换 ti ;— 产后，其中％ = Ce ' 这个映射化 
为形式 

w = e Ki/2 (w + (L + * H )| ti ;| 2 w > + w a3 ) + o (| w | 3 ), (10.5.26) 

其中 L + ifisC ^ v / C . 

定理 10.5 在 LC 0 且 L 2 + n 2 > l 的情形下，不动点渐近稳定.在 L > 0且 
L 2 + n 2 > i 的悄形下,不动点不稳定，当 l 2 + n 2 < 1 时，它是具有8条分界线的鞍 
点 • 

我们将«对映射 （10.5.26) 的四次迭代 

访 ⑷ =w + 4 [(L + * n )| u ;| 2 w ； + u ; -3 ] + o (| u ;| 3 ) (10.5.27) 




与某自治系统的时间移位映射重合的情形证明定理（一般情形的处理基本上与上一 
个定理的方法相同). 

将自治系统写为形式 

| ti;| 2 w + B 2 w * 3 + 0(| wj 4 ), (10.5.28) 

其中氏 和 B 2 还未确定.将 (10.5.28) 笟写为 

w t = wo + j ( Bi \ Ws \ 2 w a + B 2 wl 3 + 0([«>.| 4 )) ds , 

并由逐次通近法构造它的解.第一步我们有 

+ (Bi | wo | 2 ii ^, + B 2 wl 3 )t + O (| w 0 | 4 )- 

容易着到所有的近似有相同形式，因此方程 (10.5.28) 的解有相同形式.如果我们令 
< = 4,可得知映射 (10.5.27) 直到三次项与沿着任何形如 

w = {L + > n )} u >| 2 n ; 4- w -3 + ff ( w , w 9 ) (10.5.29) 

的系统的轨线的移位映射1合，其中 P 从四次项开始.如上，对某个 P 我们假设映 
射 （10.5.27) 与沿藿系统 （10.5.29) 的轨线的时间 t = 4 移位恰好 ffi 合. 引人极坐标 
W = Re ^, 我们得到 

A = 炉(1 + cos 4 v >) + 0(圮)， 

0 = /^(n - sin 4 v ?) + OC /? 3 ), 

或若经过时间变换 R 2 dt - dt 后化为： 

R = R ( L ^ cos A ^)^ 0 { R 2 ), (10 .5.30) 

^ - sin 4 v ? 4- 0(/1). 

不失一般性,假设 n 多0,因为变换 1 不改变系统的形式但改变 n 的符号. 

在 L = 0时， (10.5.30) 的截 断系统 

R = Hcos4<^, 

^ H — sin 4 <p 


有首次积分 

H =/^(n-sin4p). 

注意到当 L < 0, n > 1 时对充分小 K 函数//是原系统 （10.5.30) 的 Lyapunov 函数. 
事实上，由于 n > 1，显然对> 0有// > 0. 我们验证 w < 0,即 H ' R R ^ H '^<^ 
后面的不等式可以艰写为 


或者 
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4 R *( Q ~ sin 4 ^)L + O ( I ^) < 0, 

如果 l < o 且 n > 1这显然对所有充分小的满足. 

存在 Lyapunov 函数意味着不动点渐近稳定，即在这种情形下定理成立.我们 
可以对扩大的参数区域： n 2 + L 2 > 1 ，L < 0构造 Lyapunov 函数.为此考虑函数 
V = R ^( P - sin 4 sp ), 并证明对适当选取的冷它是 Lyapunov 函数.事实上，我们需嬰 
在 H > 0有 V > 0,即 

0>1, (10.5.31) 

以及 P < 0,即 VkR + V ； ip <0 . 后一个不等式可重写为形式 

4 Ii A {(3 - sin + cos 4^) - 4 H 4 (ft - sin Atfi ) cos + 0(/^) < 0. 

为了对足够小的 K 满足这个不等式，只需对所有9有 

(P - sin + cosA ^ p ) - (fl _ sip 4必） cos < 0， 

或者 

0 L - Lsin 4 y > + (0 — n ) cos 4 ^j < 0. 

这等价于（由于卢 L <0) 

L 2 + (0- U ) 2 <0 2 L 2 . (10.5.32) 

容鉍验 证满足 <10.5.31) 和 (10.5.32) 的5 0 M L 2 + fi 2 > 1永远存在：当 fi > 1 
时，我们可以令/?= 认当| 纠> 1时,任何充分大的数可以取作次在任何其它悄形， 

可令^占 

如果 L > 0,则函数 V 是由 (10.5.30) 将时间改变方向得到的系统的 Lyapunov 
函数.因此.系统 (10.5.29) 的平衡态，从而，映射 (10.5.27) 的不动点在这里是完全不 

稳定的. . 

最后让我们考虑 L 2 + J ) 2 < 1的情形.如同我们对共振 y 所做的，假设系统是 
定义在半柱面上.于是它有8个平衡态 

(H = 0, v» = V^n), (n = 0,--- ,7), 

其中％满足方程 

f 2 — sin 4 i ^ = 0. (10.5.33) 

在平衡态系统的线性部分有形式 

R = R(L + cos 4»^ n ), 

= -(4 COS 4^ n)<fi + KxR - 
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(L + COS^n) 有相同的符号，且行列式 △ 是负的.因此，我们得到所有的平衡态如 
在 27T/3 的情形都是鞍点.系统 (10.5.30) 在半柱面上的相图如图 10.5.5 所示.如果 
我们将所有 R = 0 的点等同， 所得结果为具有8 条分界线的鞍点，如图 10.5.6 所示. 

10.6 稳定性边界上通过的强共振 

我们已经在上面几节看到，强共振临界不动点的定性性态与非共振或者弱共振 
的有着本质的不同.因此自然要问，当频率变化时在强共振点上将发生什么？特别 
地，在共振 u; = 27 T /3 的情形，不动点一般是具有6条分界线的鞍点，但是当引入任 
意小去诮时，这个点就变成弱焦点（稳定或不稳定，依赖于第一个 Lyapunov ® 的符 
号).我们耍回答的问题是在临界时刻前后动力学是如何发展的？ 

在稳定性边界上，对 u ; 接近于 27 T/3, 不动点附近的映射可写为下面的形式 

w = + 0| 2 ti; + •••), (10.6.1) 

K 中参数 e 测员与共振的 偏差； 映射石端的系数特别是 Ch 都假设连续依赖 T 我 

们用7；记映射 (10.6.1). 

定理 10.6 设 Re % < 1 . 则对任何小 £ / 0,点0卜= 0> 稳定.此外，映射 
T e 有周期3的鞍点刑期轨线 ( 0 u 0 2 , 0 3 ), 它与点 O 相距 0 ( e ). 每一点 Q 的两条 
不稳定分界线之一趋于另一条不稳定分界线典开原点的邻域周期轨线的稳定 
分界线组成点 O 的吸引盆的边界（见图 10.6.1). 

W 此，与参数趋 T 强共振时，鞍点环从原点邻域的外面连续地收缩到点 O •在确 
切的共振时刻它肋塌到 O 使得后者变成不稳定.通过共振，环与点 O 的距两屯新改 
变， S f 进一步变化时环昀开0的 （小）邻域. Re > 1的悄形相同，但要应用于 
逆映射 r- 1 ； 此时点 o : 

我们跳过定理 10.6 

部分（见 Arnold |20]以及 Guckenhcimcr 和 Holmes (64J ), 这超出 f 本书的范围.我 
们在这里代之以考虑一个換型例子 • 

考虑映射 （10.6.1) 的三 次迭代 

這 = e 3 〜+ (1 + e 如 + 6- 知 >. 2 + (3(^# +4 + 2e^)\w\ 2 w + … ， （ 10.6.2) 

其中省略矽表示 kl 的四次和更高次的项.可以证明映射 (10.6.2) 与某个形如 

li; = »£tu + (1 + ai(c))ti» -2 + (C^, - 1 + a 2 (e))M 2 u> + f { w t xv m yt ) (10.6.3) 

的微分方程在时间 t = 3的移位映射重合，其中 ⑴⑷和 a 2 ( e ) 是 e — 0时趋于零的 
某函数，函数/以四阶小项开始（更多细节见上一节) • 


1-1 £ ^ 0是完全不稳定的. 

的证明，因为它是研究强共振临界点分支的史一般问题的一 






If] 10.6.1 t 变化时相 ffl 的 变化. 对正的和负的不动点稳定.当 e 改变符兮时原点附近的旋转 
方向改变. 

eti?e ,arg<1 ' fa, ^^^ 3 

为确定起见，假设 e > 0 (£ < 0论断类似).作变换 u ; — — + 和 

于是方程 （10.6.3) 可以写为 

w = iw-k- w m2 + e ( C ^,(0) - l )| wf 2 u ; + o ( c ) (10.6.4: 


(回忆也是 e 的函数，但％⑼只是常数)•去掉 oW 项并考虑截断方程 
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在极坐标 t /; = 下，它写为 

R = R 2 cos 3 <p + eLU 3 . 

= I R sin 3(p + eilR 2 . 

在直角坐标 《; = a : + iy 下， (10.6.6) 取形式 

i = -y + x 2 - y 2 -k- e(Lx - ^ly^x 2 + y 2 ), 
y = x- 2xy 4 - e(ilx + Ly){x 2 -f y 2 ), 


( 10 . 6 . 6 ) 


(10.6.7) 


其中 cj,(0)-i = L + in (回忆在考虑的悄形下我们有 Ite < 1 ， 即 £< o). 

在 e = 0,系统除了原点 o 外，还 有三个 平衡态0^0, -1),02 剧和 


0 3 (一夺 4). 注意，直线 y =蠢，1/ = - 1和1/ = - v/Sar - 1分别通过点 

0:203,(^02 和 0 i 0 3 , 它们在 c = 0关于系统 (10.6.7) 不变.此外，函数 


K" = ( 1 / - $) (y - y/3x + l)(y + >/3z+ 1), 


或荇在极坐标下 2 

H =» — sin 3ip — ^ 

M 系统在 c = 0 的首次积分.等位集合// = 0如阁 10.6.2 所示.因此点 O 垃中心, 
0 U 0 2 ' 0 3 足鞍点.鞍点的分界线是不变直线.此外，点 O , 的不稳定分界线与点 o 2 
的稳定分界线®合，等等，如阁所示. 因此, 它们一起构成分界线连接 



ffl 10.6.2 在 e = 0时，不动点是中心.鞍点不动点组成异宿环. 
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当 e # 0时函数 f // + 是在原点的平衡态的 Lyapunov 函数： 
ti 三 H ' r R -¥ H '^ = + O ( R )) < 0, 

因此原点渐近稳定.对所有小6平衡态^0 2 ,0 3 仍保持为鞍点.它们的分界线 
性态的三个变式仍是可能的： （1) 保持分界线 连接； （2) 分裂为向外分散的不稳定分 
支（见图 10.6.3 ⑷)； 或者⑶分裂为向内收敛的不稳定分支（图 10.6.3( b )). 让我们 
证明第三个可能性的出现.事实上，由 (10 6.7) 看出，对 e / 0系统右端的散度为负 
(div =^ + || = SeL ( x ^ + y 2 )). 因此，沿着系统的轨线，对正时间的每个移位以后， 
平面上任 1 何区&的面积柿必须减少.另一方面，从图 10.6.2 和阁 10.6.3( a ) 我们着到 
如果连接保持，或若它向外分裂，则町找到区域,它的面积经小的正时间移位不减少 
(见图， . S t >为).因此对所有小的 I 分界线连接必须分裂且都向内收敛. 



ffl 10.6.3 异椹连接破裂的两种方式.讨论见正文. 

显然，岂 f — + oo 时，向内收敛的不稳定分界线职则上或者趋于点仏如阍 
10.6.1 所示，或荇趋于某围绕原点的周期轨线，如阁 10.6.4 所示. 但是，在后一情形, 
当沿着系统轨线移位时，由这条轨线围绕的面积不减少，这与敗度为负矛盾.这意味 
荇分界线必须趋于原点. 

鞍点平衡态是移位映射的鞍点不动点，相应地,它们的分界线是不变流形.回到 
原来的（非尺度化）的变员，我们得知不动点必须位于距离原点某个 e 阶. 如果映射 
(10.6.1) 的三次迭代 (10.6.2) 是简化系统 (10.6.5) 的移位映射，则上面的定理可由我 
们的论述得到，因为 F . 次迭代的不动点对应于原映射的周期3环. 

但是、一般地，对所有 e 映射 (10.6.2) 可能不是沿着自治系统轨线的移位映射. 
因此,为了证明如图 10.6.1 显示的情况会发生，我们需要验证(我们不进行）非自治系 
统 （10.6.4) 的移位映射的鞍点不动点的整个不变流形完全充分接近截断系统（ 10 . 6 . 5 ) 
的分界线- 
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ffl 10.6.4 围绕原点不出现阆期轨道的儿何解释.由于时间移位映射的面积$时间增加时缩小， 
围绕职点的极限坏不可能存在. 

在第二个强共振 u；=| 的情形， 悄况更 加微妙 . 考虑由 

w = e i{l,/2+t \w + u;- 3 + Cj 1 (£)|ti ； i 2 ti;) + o(M 3 ) (10.6.8) 

定义的映射族 r c , 它在 C = 0时通过共振•设 c 21 ⑼= L + in . 

定理 10.7 设 L < 0.则 

(1) 如果 L < -1, UW 对所有小 e , 不动点 O ( w =0) 渐近埝定，它吸引不依赖于 e 
的某小邻域内的所有 轨线； 

(2) 如杲 P + n 2 < i , 则对任何小 e # 0,点0渐近稳定.此外，映射 n 有周期 
4的与点 O 有 0{ y / W \) 阶距离的鞍点环（0:,0 2 ,0 3 ,0 4 ).每 个认 的两条不稳定分 
界线之一趋于 o , 另外的离开原点的 邻域. 鞍点环的稳定分界线构成点 O 的吸引盆 
的边界(见田 10.6.5); 以及 

⑻如果 0 > L > -1 和 L 2 + C 1 2 > 1，则对所有小 e 点。 渐近稳定，并当 eQ^O 
时吸引大小不依赖于 e 的小邻域内的所有轨线.当 en < 0时，从点 o 分支出两条网 
期4 轨线： 一条是由点 {0 u 0 2 ,0 3 ,0 A ) 组成的鞍点，另一条是由 （ oi ， cy 2 ， c ^， o :) 组 
成的稳定环，如阁 10.6.6 所示.点认 的一 条不稳定分界线趋于 o , 另一条控于 O !. 
Oi 的稳定分界线将点 o 的吸引盆与环的分开 • 

代替这个定理的证明，我们仅考虑简化方程系统的动力学映射 00.6.8) 的四次 

迭代有形式 

切⑷ = e 似 ㈣ + + ti ； - 3 (e 4ie + e- 4 «)(l + e~ 4ie ) + o(M 3 ). 

这个映射与某个形如 

ti; ^ ieu; + (1 + qi(c)V 3 + (L + ttt + Q2(e))H 2 ^ + 9 (^ 切•“） 
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(C) 

变化时相图的改变 （3 
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其中 «5 = ±1 = signe. 

在直角坐标下这个方程写为形式 

x = -&y + (Lx - Oy)(i 3 +y 2 ) + I 3 - 3iy 2 , 

y = dx + (Li + Qy)(i 2 + v 2 ) - 3 x 2 y + y 3 . 

在极坐标下对应的系统是 

k = i? 3 (L + cos4 屮)， 

«p = — sin4 


( 10 . 6 . 10 ) 


( 10 . 6 . 11 ) 


从 (10.6.11) 立刻得知当 L < -1 时 R < 0,因此系统 (10.6.11) 的所有轨线都趋于原 
点，这就确认了上面定理的论断. 

为了研究对应于情形0 > L > -1 的系统，我们指出系统右鞠的散度为负且等 
于 4 L ( x 2 + y 2 ) < 0 ( 见 （10.6.10)). 由此（对系统 (10.6.5) 植复 相应的论述）得知系统 
(10.6.10) 既没有闭轨线也没有分界线连接.如同对平衡态，它们可容易地山极坐标 
方程得到（见 (10.6.11)). 

当 p + n 2 > 1时，若 rw > 0,则系统仅有一个平衡态（在原点).这个平衡态稳 
定且吸引系统的所有轨线.为证明这点只需验证函数 


V = R *{0 - sin 4< fi ) + 26 R 2 


( 10 . 6 . 12 ) 


对 n > 0 和 (5 = 1 玷 Lyapunov 函数. 其中是在上一节构造 Lyapunov 函数时由关 
系式 (10.5.25)—(10.5.26) 定义的 ( ft . ft < 0, 6 = -1 的情况可通过变掻变换^ - V ? 

化为已给情形.当< 0时除了零平衡态外，系统还有8个另外的平衡态，即四个 
鞍点 0i,0 2 ,0 3 ,0 4 和四个稳定平衡态 Ol.Oi.OJ.Oi- 后者的坐标由关系式 

cos 4^7 = - L , sin V = - h > J \ - R 2 = rpr - /. 

| W | — vl — 


确定，鞍点的坐标由 


4 (fi = - L , sin 4 <p = <5 v 1 — L 3 , 



确定. 

点 O 稳定，函数 （2 H 2 - SR 4 sin 3< p ) 对小的是 Lyapunov 函数. 显然，鞍点的 
稳定分界线当 t — - oo 时趋于无穷.否则，它们必须趋于完全不稳定周期轨线或者 
完全不稳定平衡态，但这不存在.另一个可能性是一个鞍点的稳定分界线可能与另 
一个鞍点的不稳定分界线電合，从而形成如图 10 . 6. 2 所示的但有四个鞍点的分界线 
环，但这个假说与负散度的条件矛盾.不稳定分界线当 t — + oo 时不可能趋于无穷. 
为证明这点，验证当充分大时对 (10.6.12) 中的函数 V 有 V < 0. 因此，当 f 增加 
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图 10.6.6 在-1<1 ( <0,人 2 + 0 2 >1的悄形下.当扣<0时的相围.通过鞍-结点分支同时出 
现四对不动点. 

时系统的所冇轨线对充分大的 C 必须进人某闭曲线 V 的内部，并以后永远在 
那 1. 相同性态应用到鞍点分界线，从而，对点 G 的不稳定分界线仅有的选择是一 
条趋于0,另一条趋于 OJ , 如囝 10.6.6 所示. 

在 L 2 + n 2 < 1，系统有5个平 衡态： 在原点的稳定平凡平衡态以及其它4个对 
*5 = 1 和卜-1 碰点的。眞 。，，。‘.平衡态的坐标由关系式 

cos 4(fi * - L , bin = 6>J\ - L 2 , R 2 = ^—2^ — 

求得. 如同在上一情形，鞍点的稳定分界线当 t —- oo 时发散到无穷.为了证明^ 
O、 的不稳定分界线有如图 10.6.7 所示的 性态： 一条当 t - + oo 时趋于无穷，第二 
条趋于原点，我们必须证明它们一起不能同时趋于无穷.为此，对大的尺考虑系统 
(10.6.11). 引入新变 M 2 = A — 2 并作时间变换也 — 我们得到 

i =-2 z(L + cosV ), (10.6.13) 

= rfz +17 - sin 4<fi. 

值 2 = 0对应于《 = + oo . 系统 (10.6.13) 在 2 = 0有由关系式0 = sin 知确定 
的8个平衡态： 4 个平衡态稳定，其它的完全不稳定.鞍点认的稳定分界线出自在 
e = - oo 的完全不稳定平衡态,从每一个出来两条分界线（因为 4 个不稳定平衡态有 
8条分界线).从图 10.6.7 现在看到只有4条不稳定分界线当 t — + oo 时进人在无穷 
远稳定平衡态，余下的必须位于平面的有限部分内，因此必须趋于点 O . 
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围 10 . 6.7 这个阁 像阐明 鞍点分界线是如何组织成大范《相 围的. 


10.7 关于共振的附加说明 

我们已经在 10.4 节看到，在弱共振 u; = AT^5 的情形，临界不动点的稳 

定性一般由第一个非零 Lyapunov tt 的符号 确定. 同样情况也适用于典有一对纯虚 
特征指数的平衡每的临界情形.但是,它们之间存在本质的差别，躭玷说对共振不动 
点，只有不超过的有限个 Lyapunov fi 有 定义. 当所有的 Lyapunov 贵都等于 
零时,不动点小邻域的结构问题坫闲难的，所以我们在这里没有研 究它. 代之以考虎 
下面两个例子. 

第-个例子类似亍强共振.考虑映射 

w = e 2 vxM/N w-¥ {w 4 ) N ~ l . (10.7.1) 

可以宥到映射 （10.7.1) 的"次迭代与沿着系统 

(10.7.2) 

的轨线在时间 t = /V的移位映射直到"次项都赉合.在极坐标下这个系统有形式 

k 女 RN^cosNip 、 


函数 


H = R N sin Nffi 
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是这个系统的首次积分. 函数// 的等位线的平凡重构显示，在原点的平衡态是有 
2 N 条分界线的鞍点.对原映射 (10.7.1) 的不动点也同样成立. 

事实上，共振不动点并不仅限于鞍点和稳定（完全不稳定）点.其它结构的例子 
由映射 

w = e 2ltM ^w + w N+l (10.7.3) 

给出，它的 W 次迭代，直到 （7V + 1) 次项，是沿着系统 

w = w N+l (10.7.4) 

的轨线的移位映射.这个系统在极坐标下为 

k = R N+l cos Nip 、 
ip = R n sin Ntp. 

它有酋次积分 

sinNip 
H _ RN • 

积分曲线由公式 

« = C(sin 

给出.我们现在可以构造相(对 W = 3见图 10.7.1). 存在 2, V 条起着分界线作用 
的（稳定和不稳定）不变射线，它们将相平面划分为 2 以个换形（称为椭圓扇形)，在 
每个娲形域的内部，任何轨线都是双向渐近于平衡态，即 t — :fcoo 时都©于 O . 可 
以验证职映射 （10.7.3) 的不动点邻域苻类似结构 • 



围 10.7.1 n = 2时的不动点.分界线之间的扇形称为_圓域. 
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对临界悄形的研究产生许多问题：为什么平衡态或者周期轨逬的稳定性在稳定 
性边界的某些情形能够保待，而在另外一些悄形则不能？离开稳定性边界将会发生 
什么？ 

回答这些问题毋用到分支理论.在这一章.我们仅考虑局部分支，即这种分支出 
现在临界平衡态附近，以及在 Poincard 映射的不动点附近.我们局限于研究缺简单 
但却关键的分支，它们与上面两章论的临界悄形冇 M 接的联系. 

研究分支问题的工 A 箱由三部分 组成： 中心流形定理，约化定理以及规范形方 

法. 

任何一个分支的研究必须包含选择控制分支的独立参数选择参数要用到基于 
描截性槪念的光滑映射的奇点理论思想.在简单情形，控制参数的选取通常与常识 
一致.对更复杂分支的参数的适当选择是一个非平凡的问越 

11.1 分支曲面与横截族 

山某个参数集控制的实际动力系统的数学模型通常是一个微分方稈 系统显 然， 
对由理论理想化分析所得的实际系统，即对模型的任何阐述必须对参数难以控制的 
小变化不太敏感.因此，一个标准要求是我们不仅要考虑一个单独的系统，而且还必 
须了解所有邻近的系统发生了 什么. 这个工作对粗（结构 稳定） 平衡态和周期轨道是 
满 意的： 在这种情形 F ， 系统右端的微小扰动不改变系统的定性 结构. 相比之下，对 
在稳定性边界上的系统，其接近系统的分析珂能成为一个实际问题 
考虑微分方程族 


± = X{x,£), 



11.1 分支曲面与横败族 


其中 rr € R", 以及 e = ( £l ,---, e p ) 是参数集.假设对某个 e = e Q ， 系统有临界平衡 
态，或者有临界周期轨道，即它位于稳定性区域的边界上.一般地， on 是点邻 
域内的 (P-1) 维光滑曲面，且由下面形式的方程定义 

办⑷= 0， (11.1.1) 

其中 


= 


Urrw .， 幻 


7^0. 


( 11 . 1 . 2 ) 


由于* 至少关于一个参数的导数不等于零，不失一般性我们可以假设 




#0. 


(11.1.3) 


M 然这个条件对系统右端的小扰动不会被破坏_此外，如果它不满足，在所考虑的 
悄形下这可对族 X ( x t £) 进行小变换来 达到. 当不等式 （11.1.2) 成立时我们就说族 
X(i,e ) 关于是处 在一般 位置. 

如采我们令 

H = 4»(ci, ••- ,c P ), (11.1.4) 


则曲面亦简单•地由 


M = 0 


定义. 

进一步，在参数空间中/附近的任何点可通过坐标 Q，... ，知-:和 P 唯一确定， 
因为 a ^/ de p # 0,因此由 (11.1.4) 唯 确 定.如果我们从 (11.1.1) 解出 e p , 即 
表示为形式 

* 咖1，… ，e p -i)， 

则我们可定义 

ti = e p ~ v»(ci, ••- ,£p-i)i 

因此 

e p + <p(ei, ••- ， e P — l). 

数 S // 称为控制 参数.它测留 从参数空间的点到曲面亦的距离，而 Q ，…给 
出这点到曲面邡的投影，如阁 U.1.1 所示. 

在下面的讨论中，我们将考虑写为下面形式的单参数族 


x = X{x,ei{ji)r- 





其中 6,(/1) 是光滑函数， 4»(e(/i)) H M . »这样的族在曲线 

ei =fi(P )， … ，fp 


与曲面职横截（无切）相交的意义下是横截的.由于这样的横截曲线可以通过任何 
充分接近于 e 0 的点定义，显然为了研究所有接近于± = X(x,e°) 的系统只要分析横 
截族就够 T 按照 Andronov 设 * (8.4 节)，这包括求使得在其中轨线定性相似的 M 
的区间，以及探究在对应于这些区间边界的 M 的分支值时会发生什么. 

一个理想的情形（这在有时候坫珂 能的） 是所有接近的横截族都定性地相同 
(Arnold [20] 称这样的族为通有 族}. 研究 T— 个横截族中的分支，对所有邻近的族就 
可以冇一个完全的描述. 

对典有额外退化的系统 （ 例如平衡态具有零特征指数以及第一个 Lyapunov M 
为零)，稳定性区域的边界在点^可能失去光 滑性. 也可能存在这样的情况，那里 
边界是光滑的但附近不同的单参数族的分支不同（即不存在通有的笮參数族，例如, 
平衡态具有一对纯虚特征指数以及第一个 Lyapunov fi 为零的情形V在这种情形下 
分析步骤 如下. 考虑在某些附加条件下选取较低维（小于 （P- 1)) 的曲面 OT'， 使 
得该曲面通过点 e 0 且是稳定性边界的一 部分. 在上面的伊 1 子中这个条件是第一个 
Lyapunov 里是零.如果加上 (fc-1) 个附加条件，则曲面 OT' 将是 (p-k) 维的，且由 
下面形式的系统 


⑷= 0, 

^k(e) = 0 


(11.1.5) 


定义. 

1 为了满足这个等式,我们 可以吞 意选择但9&)必须满足 (1 M -4). 



设导数矩阵 



的秩是 fc , 即它有最大秩， 2 其中我们假设 p^k. 此时 A : 个参数可用其他参数表示， 
即 

ff P = <fide\r-- ， £p-fc) ， ... ， fp-fc+i = … »fp-fc)- 

我们引人控制参数（对 fc = 2见图 11.1.2) 



m 11.1.2 余缮2分支曲面! W 是三参«族中的曲线 • 


( Ml =fp » f p-*) 

H k s e ^. k+i -灼⑷ ，… » cp - fc ). 
如果 （11.1.5) 对不玎解，我们仍可定义 

Mi s 4 >i(£i, ••- ,e p ), 

參 

Jik = •• - f^p) 

现在考虑与 wr 横截的参数向量场族，它可表示为形式 

X = X (*, ci ( m )»*** 

一2于是我们说族关于抓是 置. 


( 11 . 1 . 6 ) 


(11.1.7) 
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其中 P = ( W . ，糾)， edn ) 是满足 （11.1.6) 或 (11.1.7) 的某些光滑函数. 

这样的情形今后就称为余维分支.曲面 9 JT 称为余维分支曲面（余维数 
等于控制参数的个数〉. 

研究 fc - 参数族的步骤类似于单参数情形：首先将参数 / i 空间分成轨线性态 
拓扑等价的区域.并在这些区域的每一个中研究系统.其次描述这些区域的边界（分 
支集}，最后研究在分支参数值发生什么.我们将在下面宥到在最简单的情形（例如， 
平衡态有一个零特征指数或一对纯虚特征指数，或者周期轨道冇一个乘子等于1或 
-1), 除了退化情形以外，我们几乎总可以确切地选择适当的余维分支曲面并完全地 
分析横截族.此外，所有这些族其实就是通有族. 

应该指出,构造通有族仅在这些简单情形且只有在少数特殊情形下才可 实现例 
如，有限个参数的通有族对具有--对复乘子的周期轨迅分支就不能构造.尽符 
如此，这个问题在甲 .# 数和双参数族的框架下允许有非常合理的描述.在上面的例 
子中，不变环面的产生可被完全解释并在单参数族中得到理解，但是共振周期轨进 
的分支研究则要求至少是双参数 • 因此，相同的分支现象可作为余维1或余维 2 分 
支处理，这依赖于我们关注动力学的什么样的细节.这个不确定性对动力系统的分 
支理论是十分典型的 . 

此外，在史笈杂的悄形下，完全描述或者证明所考虑的族是通有的，这样的问她 
甚至还没有提出.但是,一般方法仍是相 同的： 分支系统被考虑为某冇限余维光泔分 
支曲面上的点.于是， 播政族 被构造出来，以及由研究这个具体的横截族所搿到的定 
性结果必须证明对所有邻近族也成立. 


11.2 具 有一个 零指数 的平衡态分支 

考虑关于变 M 与参数是 (r > 2) 类的饿分方程族，原点是具有一个零特征指 
数的平衡态，其它特征指数假设具有负 实部. 于足在原点附近系统可以写为形式 

^ = 9{x t y,e), (n.2.1) 

V = Ay + /(®, y , c ), 

其中 a : € € R ”， 矩阵的特征值位于虚轴的左边，/和9是 - 光滑函数，它 

们以及它们关于 I 和2/的一阶导数在 2 ： = 0 ，v = 0 和 e = 0 时等于零. 

由约化定理5.5,存在 C- 1 - 坐标变换将族 (11-2.1) 化为形式 


i = G(x,e), 
y=[A-¥F(x,y,e))y, 


( 11 . 2 . 2 ) 
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其中 F 是 C- 1 函数， G 是 （7 函数使得 

F(0,0,0) = 0, 

G (0,0)=0, (11-2.3) 

G ； (0,0) = 0. 

由 (11.2.2) 得知为了研究原来系统的分支，只莴考虑系统在中心流形上的限制 

± = G ( x , e ). (11.2.4) 

从 (11.2.3) 得知，在 e = 0 函数 G 有形式 

G ( x ,0)= i 2 x 2 + o ( x 2 ). (11.2.5) 

冇先考虑笫 •个 Lyapunov ® 1 2 不等于芩的情形.按照上一节的精神，我们先推导 
e = 0 附近稳定性区域的边界的方程.接下来求使得 W 是余维1光滑曲面的条 
件.敁后我们选择控制参数并研究横截族. 

对小的 e ， 集合职 足出系统 (11.2.4) 有一个零特征指数的平衡态的条件定义. 
当£： # 0时平衡态一般不在职点.定义职的条件简单地是存在 ：!：• 使得 

6( x *, c ) = 0, (11.2.6) 

= (11.2.7) 

回忆 / 2 s G ^(0,0)/2 # 0, 因此，利用隐函数定理对所有小的 f 由公式 (11.2.7), 

X - 可唯一确定.因此，我们可以将 (112.6) 重写为 

G ( x # (£),€) = 0. (11.2.8) 

记少⑷ - G (* •⑷, e ). 由于是 C 7- 1 函数，可得知 * •⑷€ C - 1 , 因此 4>( e ) € 

CT - 1 . 对小 e , 方程中 ( e ) = 0确定余维1的 C r -*- 光滑曲面，只要 


或者 

后面的不等式可写为 
或者由于 Gi (0,0) = 0, 故 


£ G ( x '( e ), e ) e=0 ^ 0. 



G 【 (0,0}/0. 


( 11 . 2 . 9 ) 
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从而，我们将假设 (11.2.9) 满足， 3 即族在一般位置.现在我们引人控制参数 

/i = G(x-(c),e), (11.2.10) 

并考虑横截于 on 的任意单参数族 

X = G ( x , £(/!)) (11.2.11) 


(其中 e ( M ) 是满足 (11.2.10) 的某 CT - 1 - 光滑函数). 



其中6关于（是 C r 的，关于 M 是 c - 1 的，且 

G(0,/i)=0, 6J(0,/0 = 0, GJ # C (0,0) = 0. 

蹬&等于 ))，_) 它不依赖于 M ， 但依賴于横截族 (11-2.11) 的选择.由 

于这个依赖性是连续的，对所有接近的横截族，最^是接近的且有相同符号.注意， 
情形 i 2 < 0可通过变换《 — -《和 M 化为悄形> 0. 因此，我们将假设 

/ 2 >0,但也给出两种情形对应的图. 

对方程 (11-2.12) 容易 研究. 注意到 C = 0 是右端的极小点，对应的 P 是极小值- 
因此当 M > 0时，对所有小< 为正，从而所有轨线经有限时间都必须离开原点的 

一 3 函数 G 恒等于 9(*,9(*,e)〆〉， 其中V = 是系统 (112.1) 的中心流形方 程由于 

v) (0,0,0) =0,条件 (11.2.9) 等价于 ^(0,0,0) # 0. 




邻域.当 /i < 0时方程右端在两点 o 2 (^-(/ i ) < 0) 和 CMCb ) > 0) 等于零 . $在 
区间内为负，在它外面为正；因此点 o 2 ( rM ) 是稳定平衡态，而点 
是不稳定平衡态，如图 11.2.1 ⑷所示.情形 f 2 < 0对应的情景如图 11.2.3 

所示. 



( a ) 1 2 >0 0») h <0 


ffl 11.2.2 在00 > 0和 （ b ) < 0的情形下平衡态的坐标关于 M 的依贛性.叉 和圆圈 分别表 

示不稳定和稳定 分枝. 



(«) P<0 ( b ) ^=0 ( c ) 只 >0 


m 11.2.3 与图 11.2.1 相同,但 ia < o . 

当 / i 增加时两个平衡态相互靠近地移动，并在 M = 0合并.图 11.2.2 显示平衡 
态的坐标关于 M 的依赖性.可以推得下面的平衡态的渐近表达式： 

〜土 (11.2.13) 
为了证明这点，我们在 （11.2.12) 中用>/旧进行坐标和时间变量的尺 度化： 
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CvW 和< — 于是 ( H.2-12) 取形式 

= M + i 2( v ^ l 0 2 + 6( 論， M ) 

或者 - 

i = -1 +i 2 《 2 十 —• (H-2.14) 

由于6 = 0 (p) 和句=。(0,得知当 p — 0时 G - (v/ §-— 和它关于《的导数趋于 
零.因此，由隐函数定理，我们求得 (11.2.14) 的右端在两点 

^ = ± i / v / i ^ + ••- 


等于零，回到原来的坐标，这就给出 （11.2.13). 

当 f 2 < 0时， P 变化时的相图改变如阁 112.3 所示，不动点的坐标关于 P 的依 
赖性如图 11.2.2(b) 所示. 

二维与更高维系统的相图分别如图 11.2.4 —图 11.2.7 所示. 其中，当 / 2 /i < 0时 
存在两个粗平 衡态： 稳定结点与鞍点，当/从坩加时它们彼此靠近.在 M = 0它们合 
并形 成鞍- 结点，当/从变成正时它 消失. 所有轨线从原点邻域离开 • 

接下来考虑悄形 i 2 = 0.设是第一个非零 Lyapunov 适的指标数，即在 e = 0, 
(11.2.4) 中函数 G ( x , e ) 有形式 

G ( x , 0 )= l k x k + o ( x k ) 

(假设系统的光滑次数不小于幻.我们证明，如果参数 e 的个数 P 等于或大于 （& - 1)， 
则参数空间中对应于只■有一个零特征指数以及 h , --, lk-i 为零偯的非粗平衡态的 
存在性的点集, -般组 成余维 (fc-1) 的光滑曲面抓 . 使得任何一个与职'横戠的族 
可以表示为下面的形式 


x = /ii+--- + + / k x* + o(i fc ). (H-2.15) 

寧实上，使得系统存在具有--个芩指 数和零 Lyapunov 里 i 2 , …， 的平衡态 i •的 
条件由 


G(x\e) = G ； (x-,e) = OV) = •••-G^xV) = 0 


给出.由于 

对小的 e，f 的值由方程 


a * G ( o , o ) 

dx ^ 



G ( fc ~ l ) ( x*,£：)=0 


(11.2.16) 


( 11 . 2 . 17 ) 




■M 



图 11.2.4 满足> 0 的鞍-结点 平痛态 的平面分支. 


唯一 确定. 设 ：C = : E •⑻是 (11-2.17) 的解， M 然 I •是 C r - fc +, - 光淋函数将 X *( e ) 
代人 （11.2.16) 的余 T 方程、我们得到曲面撕的下面方程： 

G(z.OO ， f) = 0, G ； (x-(£),c) = 0,… ， G<*- 2) (i • ⑷， e) = 0. 

如果系统是在一般位置，这个曲面是光滑的1即如果矩阵 

dG(x m (e) t e) 9G(x 9 {e) t e ) 、 

dTi •• dT P 

參 • 

• * 

dG^- 2 \x 9 (e),e) gG(*‘ 2 ) ( ： r.(g) ， g) 

dTy •• ^ T " 


(11.2.18) 
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0>)^-0 

中的《 - 结点平衡态分支.变式 



* 中 的軼- 结点平衡态分支.变式 
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有最大秩的充分条件.我们将假设这个条件满足.因此，我们可以引入 A : - 1个控制 
参数 Ml . ••- ,/^ fc - l ： 

Ml = G ( X * (£),£), 

M2 = G ； (x*(e),e), 


供 = w , £)/(*• — 1>1, 


(11.2.19) 


/ i Jk _ l *G< M )(*-(£),e)/(A:-2)!, 

使得与 air 横截的参数族可以写为 

x = C ( x ,£(/ i )), ( 11 . 2 . 20 ) 

其中 e ( M ) 是满足 （11.2.19) 的某类 C-* +I -函数.这样的 e ( M ) 由于矩阵 (112.18) 
的秩的最大性而 存在： q 中的某 (k-l) 个可由 （11.2.19) 用 / i ,,--- ,/ xt - i 和其它 e 
唯一确定. 

如采将原点移到 f (即如果令 x =^ + x -), 则方程 (11.2.20) 化为形式 


卜 G(:W0i)) 

= G(x V(/i)) + Gi(x*,e(/i)K + … + G( * )(J ^, £ -"-— + °« fc ) - 

利用 (11.2.17) 和 (11.2.19), 我们得到 

之=+ …+ + + (11.2.21) 

函数 g 关于《是 cr - 光滑，关于 m 是 - 光滑.它关于 《直到 （fc - 1) 阶的 
导数楚 C〜* +1 -光滑，关于 /i 也是.此外， 

6(0，— <5j(o,/i ) =…=加- ”( o ， m ) = 0, 2 22) 

G ⑷(0,0) = 0. 

最后，将《改回到我们得到 (11.2.15). 

我们将仅详细考虑小余维 Ob = 3, 4 > 分支. 当 Z 3 〆0时，族 (11.2.21) 取形式 

x =： /II + H 2 X + + M)- (11.2.23) 

回忆在川=/1 2 = 0,如果 f 3 < 0,点 0(3： = 0) 稳定，或者如果 b > 0,它不稳定（见 
9.2 节).我们也注意到悄形/ 3 >0可用变置变换 t — 和 M 2 — -的化 

为情形< 0. 

容易看到，对小的/*，方程 (11-2.23) 在原点附近至多可有二•个平衡态.事实上， 
如果右端有例如四个根（包括重次)，则它的一阶导数必须至少有三个根，它的二阶 
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导数必须有两个根，三阶导数必须至少有一个根.但三阶导数等于(61 3 + 0(1)), 因此 
在原点附近不可能为零. 

显然对于只有两个平衡态的参数值是分支点，因为右端的一个根这时必须是重 
根（见/ 3 < 0时的阁 11.2.8(c) 和⑷，以及/ 3 > 0时的图 11.2.9 (c) 和⑷).这个根 
对应于半稳定平衡态，它在参数的任意小变化下或者消失，或者分裂为两个平衡态. 


/,<0 



(c) ^Li \ (d) 


m 11.2.8 l 2 « 0, l 3 < 0 的情形 • 


如果 

/ii + ^ + hx 3 + G(x, = 0 , 
M 2 + 3I 3 x 2 + Gi(x,/i) = 0 , 


(11.2.24) 


则点 X 是二重根.为了求解系统 （U.2.24), 用 VW 尺度化 a：， 并令 M 
在新变员 F 系统 （11.2.24) 变成 


Af + x ± Zax 3 + G ( xy /\ JITlti )/{ ti2yA ^ 2 \) = (n 225) 

士 1 + 3 i 3 x 2 + = 0, 

其中 土表示 叱的符号.由于々=咖 3 )，可得知 (11-2-25) 中具有6和々的项当 
A — 0和的 — 0时变成无穷小.由 (11-2-25) 的第二个方程看出，糾的符号必须与 
1 3 的 相反. 在极限川=的= 0时，系统 (112.25) 化为形式 



第 11 章通往稳定性边界的局部分支 




(•> ^ 







(«*) M^L\ 


图 11.2.9 l a * 0. 丨 3 > 0的情形. 


对2：求解1：面这个系统，得 

_ ±1 
X = 7 ^\ 


M = --X 
3 


于足由隐函数定理对小的的，得知在 （11.2.25) 中 

±2 

M — - 7== + … • 

3v/3N 

恢复非尺度化的变*,我们得到分支曲线（图 112.10) 的下曲 方程： 

Ml= 土 2 妁中/ £ +…， 妁 i 3 <0. (11.2.26) 

3 v 3 

我们将以 L _ 记 f 3 < 0 时的这条曲线（见阁 11 . 2 . 10 ( a )), 以厶+记 fa > 0 时的这条 
曲线（见图 11.2.10( b )). 点（的= 0, M 2 = 0) 分这些曲线为两个分支，以碎和 Lf 记 
之.两个分支彼此在原 点与的 轴接触 

由于分支集的这个特殊形状，这个分支称为尖分支.曲线将原点邻域划分 
为两 部分： 楔内区域 Ai (它包含/ 3 <0时的正 / i 2 半轴，或 b > 0时的负半轴)，以 
及楔外区域容易验证在曲线上的每一点,双参数族 (11-2 23) 满足一般性条 
件 （11.2.9). 

容易证明如果〖 3 < 0,则： 

(1) 在楔内部 D 3 中，方程 （11.2.12 有三个平 衡态： 两个稳定点⑼和⑻和 
一 t * 不稳定点 ( O ^), 如图 11 . 2.8 ( a ) 所示. 
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( a ) / j<0 ( b ) / j>0 


图 11.2.10 在 （•） 情形 Z 3 < 0 和 （ b) 情形 >0 的分支幵折. 

(2) 在楔外郎 A 中，方程 (112.17) 只有一^稳定平衡态，如图 11.2.8 ( b ) 所示. 

(3) 对 p e L7, 方程 （ U .2.17) 冇一个稳定平衡态 Oi 以及一个半稳定平衡态 
0 2 >3 , 它是0 3 和0 2 合并的结果，它的第一个 Lyapunov S 为负，如11. 2 .8⑷所 
示.以及 

(4) 对 m €以，方程 (11.2.17) 有一个嫌定平衡态0 3 和一个鞍-结点 Ou ，它 
的第一个 Lyapunov 里为负，如阁 11.2.8( c ) 所示. 

如果/ 3 > 0,则. 

(1) 在区域 D 3 内，方程 (11.2.17) 有三个平 衡态： 两个不稳定点 （ A 和0 3 > 和 
一个稳定点（0 2 ),如 ffl 11.2.9( a ) 所示. 

(2) 在楔外部中，方程 （11.2.17) 只有一个不稳定平衡态，如图 11.2.9( b ) 所 
示. 

(3) 对 /i €!•；*, 方程 (11-217) 有一个不稳定平衡态0:以及一个半稳定平衡态 
0 33 l 其第一个 Lyapunov 量为正，如图 11.2.9( c ) 所示•以及 

⑷对 M d 2 + ，方程 (112.17) 有一个不稳定平衡态和一个半稳定平衡态 
0 1(2 ,如图 11.2.9( d ) 所示. 

二维情形的分支在 i 3 < 0和> 0 的情形下分别如图和 11 -2.12 所示. 

在情形 G > 0,中心平衡态对 fxeD 3 是稳定的.对 f 3 < 0,稳定性区域的特征变 
得不大平凡：即它变成多叶（见图 112.13). 应该注意这时的稳定性边界在原点不光 
滑. 

接下 来假设〖 2 = Z 3 = 0而/ 4 卢 0 . 则横依族取形式 


i = Mi + + H3X 2 + Ux 4 + o ( x *). 


(11.2.27) 
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( a ) 的相图. 
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图^.2.13 r 展相空间中分支集的拓扑 



参数空间在这里被划分成三个区域：在原点相连接的 A )， D 2 和 D 4 . ^ M 6 D 4 
时方程 （11.2.27) 有 4 个粗平衡态， 2 个稳定，另 2 个不稳定；当 M € A 时，方程有2 
个粗平衡点，1个稳定，另1个不稳定；当 M G A ) 时，根本就不存在平衡态 • 

分隔这些区域的分支曲面称为燕尾（当^ > 0时见图 11.2.14 中对应的图 像). 






它有一条自交线 
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0( v/lMii). M2 = 0( iMi | 3/4 ) 


对应方程 (11.2.27) 的一对半稳定平衡态的存在性，以及两个尖边 

Ml = - 念 + H2 = + °(1^3| 3/2 ) 

对应存在三承平衡态，它的第三个 Lyapunov 萤当 / x 2 > 0时为正， / i 2 < 0时为负.在 
分支曲面上，不在自交线和尖边上的其它参数值对应于一个半稳定平衡态. 

对任何 fc 关于 i 2 = ••• = = 0， i * / 0的情形可作类似的分析.它简单地化 

为对方程 

0 = Mi + …+ / iit _ ix *~ 2 + lkX k + G ( x , / i ) (11.2.28) 

的根的分析.严格地讲，后面的问題与奇点理论有关，我们就不详细去考虑了 •由于 
(11.2.28) 右端的阶导数当 a ： 较小时不为零，这个方程的根的个数不会超过 M 包 
括®次)，即顷来的 T •衡态不可能分支出多于个平衡态. 

空间中的分支集对应于不同退化次数的平衡态.分支曲而的自 
交对应于出现两个或史少的结构不稳定平衡态.为了求分支曲面，作坐标和参数的 
尺度化坫有用的.特别地，令 


=Z 






则经变换 I — 6 a : 后，方程 (11.2.28) 化为形式 


0 = ^W,x i - 1 +l k x k 


(11.2.29) 


其中的省略号表示«5-0时趋于零的项. a : 和，… , A / fc - i 不再是小景，且 

g M i/( fc+ i-0 = L 

“I 

可以证明对方程 （11.2.29) 的分析等价于对截断方程 


ix - 1 + l k x k 


(11.2.30) 


的分析（回复到非尺度化的变置，这意味着方程 ( U -2.25) 的分支集的结构和相阁与 
多项式族 x = m +••• + + l k x k 对应的相 同). 
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设 ( Mr ， ••- 是 (11.2.30) 的分支点，即它对应于一个或多个重根的存在 

性.在这一点族 (11.2.30) 关于所给分支是在一般位置上.应用隐函数定理容易对方 
程 (11.2.29) 进行验证，当 <5充分小时对应于相同分支的曲线 { Mi ((5)= 
M :+ … 有定义.因此,分支集是由具有渐近表达式 

Hi ~ A /；«5 fc+1_i (11.2.31) 

的曲线组成.我们可以争取做到更深入一些,即对任何余维 s 分支,至少一个的 
值对 i > s + 1是非 零的. 由此得知对应于余维 s 分支的分支集是由曲面（在# = 0 
相连接） 

fij = 0 = !.••• « a ) (11.2.32) 

组成，其中処满足关系 

吣^ |^| 1/(fc+, - -) (11.2.33) 

(其中， c 是与〃和 j 无关的公共常 数). 因此,例如燕尾》个地位于“锥” 

lMll^C(|/i2| 4/3 + lM3| 2 ) 

内，其上的尖边和自交线（它们坫余维2 曲线） 满足不等式 

|/iil<C|/i 3 | 2 , \H2\ ^ C|/i 3 | 3/2 . 

还得注意，在实践中经常珂能发生，中心流形上方程的控制参数按一般方式份不到. 
例如，如果系统关于对称变换 X -- I 不变，则中心流形方程容许有相同的对称.因 
此，在中心流形上系统的右端将不包含 X 的偶次项.于是相应的横截族可表示为形 
式 

X = /iX + /3X 3 + o(x 3 ). 

如果/ 3 / 0,一个参数 p 就 够了. 坐标关于 / i 的依赖性在6 < 0的悄形下如图 
11.2.15 所示•当 /i 变成正的时，平凡平衡态失去它的稳定性，生成两个新的稳定平 
衡态.这样的分支称为叉分支. 

在应用中经常会遇到其它的机构，它们的平衡态在分支点不会消失娃预先知道 
的.如果平衡态位于原点，则横截族有形式 

x = HX +1 2 X 2 + o[x 2 ). 

如果/ 2 # 0,分支将以下面方式呈现（见图 112.16): 当 /i — -0 时，不稳定平衡态趋 
于在原点的稳定平衡态；当 P 穿过零时平凡平衡态变成不稳定的，而非平凡平衡态 
变成稳定的，即发生所谓稳定性的 改变. 这样的分支称为超临界分支. 
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m n .2.15 在叉分支（对称系统中是典®的）与参数 p 相对的平衡态坐标. 



1,>0 1 7 <0 


ffl n .2.16 超临界分支平衡态的坐标.平衡态不 m 失,但改变了它们的稳定性. 


11.3 具有乘子+1的周期轨道分支 


考虑 CT - 映射族 （r > 2), 它在零参数值有乘子等于+1的不动点，其余的乘子 
假设在单位圆内.在这种情形下不动点附近的映射可写为形式 


x = x + g ( x t y ,€), 



(11.3.1) 


其中 a ： € R 1 ，!/ e R n ，矩阵 A 的特征值位于单位圆内，/和 g 是 - 光滑函数，它们 
以及它们关于 2 ：和 y 的一阶导数在 x = 0, j / = 0 t e = 0 时等于零. 
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用我们重复多次的约化定理，存在 C - 1 - 坐标变换将族 (11.3.1) 化为形式 


X = x + G [ x , £), 

y = M + 


(11.3.2) 


其中 G 是 C - 函数， F 是 C ^ 1 - 函数,使得 


F (0,0,0) = 0, 

G (0,0) = 0, ( U .3.3) 

G ；(0,0) = 0. 

由于在 1/ 变 S 上的动力学是平凡的一它们指数式地收敛 T 原点，因此我们只脔 
考虑系统 （11.3.2) 在中心流形上的限制 

£ = z + G { x t e ) (11.3.4) 

的分支.由 (11.3.3), 函数 G 在 e = 0关于 I 至少是二阶小 S . 如果 fc 是第一个非零 
Lyapunov 敏的指标数，则在 e — 0函数 G 有形式 

G ( i ,0)«/ fc z fc + o ( i fc ), (11.3-5) 


其中 Z fc / 0. 在最典 fl 的情形 k = 2, C ( x ,0)=/ 2 x 2 + o ( x 2 ). 

由于当 a : 和 e 较小时 G ；( x , c ) 较小， (11.3.4) 的右端是; r 的单渊增加 函数映 
射 (11.3.4) 的不动点由条件 G ( i , e ) = 0 求得，它们的稳定性由导数 G ^ e ) 的符丹 
确定.如采在不动点这个导数为正，則不动点不 稳定； 如果泞数为负，则不动点稔定 • 
换句话说,我们有与微分方程族 

x = G ( i , c ) 

完全类似的系统，即具有羊位乘子的不动点与具有零特征指数的平衡态以相同方式 
分支. 

因此，我们现在可以简单地应用上一节的结果从而，如果族 (11-3.4) 在一般位 
S (即矩阵 (11.2.18) 的秩是最 大的； 如果 G # 0,这个条件化为不等式（11.2.9))，那 
么对应于具有单位乘子和零 Lyapunov S / 2 ，...的不动点存在性的参数集形成 
一个通过 e = 0的余维 （/c - 1) 的-光滑曲面 9 JT . 与 OTT 横截的映射族可 
写为 

I = x + G ( x , / z ) =x + /ii +/ i 2 a ：+-- + / iic - ix * -2 + l k x k + o ( x fc ) (11.3.6) 

(为达到这个形式我们必须将厣点移到点 f ， 在这点导数 G { k ^ 为零由于 G 关于 
工的 k 阶导数不为零，点： 《：• 是唯一确定的且光滑依赖于参数) • 

我们已经在上一节强调过，函数 G 的零点的研究等价于多项式 

H \ + H 2 X + ••- + fik - lX k ' 2 十 ik: k 




的零点的研究.我们不准备进•步讨论它的一般情形，下面仅考虑低维分支. 
1. h / 0. 一维映射的 横截族 在这种情形下取形式 

i = x + /i + / 2 X 2 + o(x 2 ). 


/ 2 >0 


(11.3.7) 


/:>0 


X 
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/ 2 <0 


1 2 <0 



/ 2 <0 



( c ) ^>0 


图 11.3.2 在情形 b < 0时的 Lamercy 阶梯图 • 


情形/ 2 > 0和 Z 2 
存在两个不 动点: 


1图 11.3.2 所示.当 ；2/ i <0 时 
只存在一个结构不稳 定点； 当 



( b ) ^ n ° 


(0 


m 11.3.3 在情形 h > o 时 的鞍- 结点不动点分支.注意到鞍-结点的幻影 （( c ) 中）附近点的迭 
代变得更加密集（水平方向的靡胀率刚好大于 1). 

不动点坐标关于 / i 的依赖性如图 112-2 所示. 

当维数髙于1时，对不同的 P 原始映射 (11-3.1) 的相 W 如图 11.3.3 和阁 H .3.4 
所示. 

当映射 (11.3.1) 是某个常微分方程系统周期轨道附近的 Poincar 6 映射时，所考 
虑的不动点对应鞍-结点周期轨道 (4 M = 0). 此时的相图如图 11.3. 5 —图 11.3.7 
所示. 
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图 11.3 6 在情形 12 <0 时的平面銨-结点极限环 分支. 在变换 只一“ 下这与图 11.3.5 相同 • 
向前路柃的特征珐从轨线的收 镅中出 现鞍-结点环 




图 11.3.7 R 3 中鞍-结点周期轨道分支的情聚 .（*) 中的稳定周期轨道与鞍点闹期轨进当^ = 0 
时重含，在 （ b ) 中变为鞍-结点周期轨道.然后在⑷中消失.⑷中鞍-结点轨道的不稳&流形同 
胚于半柱面.跟随 （ b ) 的路径轨线在“虚 ”鞍- 结点周期轨道（即0>)中鞍结点 轨进的 幻影）附 
近沿若横截方向慢下来.故它的 W 部线段类似于压缩的 镡簧. 


2 . 1 2 = 0 ,/ 3 ^ 0 . 横截族在这时取形式 


X = Z + /ii + / i 2 X + hx 3 + o ( x 3 ). 


( 11 . 3 . 8 ) 
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分支如图 11.3.8 (/ 3 <0) 和图 11.3.9 (/ 3 > 0) 所示.对应于鞍-结点型的不动点[即 
方程 G ( x , n ) = 0 的重根 | 的分支曲线由方程 

27 M ? + ^+o04) = 0 

定义.在区域 仍中， 映射 (11.3.8) 有三个粗不 动点： 如果< 0则两个稳定，一个不 
稳定，如果/ 3 >0则两个不稳定，一个稳定.在区域切中存在单个粗不动点：/ 3 <0 
时稳定，反之则不稳定.图 11.3.10 和阁 11.3.11 显示穿越 M 和 L 2 时，对 i 3 的两个 
符号的 Lamerey 图.图 11.3.12 和图 11.3.13 表示相应的二维情形. 



/»>0 



图 11.3.9 在情形 h =^0 fa 1 3 < 0 时的分支图. 



的周期轨道分支 


■■ 

mm 

■ 



(0 

10 对应于图 11.3.8 中分支图的不动点分支 
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的周期轨道分支 




■ 





时的平面不动点分支. 


通往稳定性边界的局部分支 







I 在情形 f 3 =0 和 f 3 >0 时的平面不动点分支 

的周期轨道分支 

I 类映射族，它在零参数值有乘子等于 （-1) 的不动点.由于 
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余下的乘子假设在单位圆内，映射在不动点附近取形式 

x = -x + G(x,y, C ), 
y = [A + F(x,y,e))y, 

其中 : r e R 1 ,!/ € R n , 矩阵 A 的特征值位于单位圆内， G 是 e - 函数以及 F 是 C ^ 1 
-函数，满足 

F (0,0,0) = 0, 

G (0,0)-0, (11.4.2) 

G ； (0,0) = 0. 

考虑在中心流形上的映射 


i = -X + G(x, e). 


(11.4.3) 


由于映射 (11.4.3) 右端的导数不为零（它在 x = 0,6 = 0 时等于_1>,对所有小£不 
动点保持（且仍是单的).不失一般性假设不动点位于原点，即 


G (0, c ) 


(11.4.4) 


在 10.6 节已经证明当 e = 0时 G 的 Taylor 嵌幵式中 a: 的所有偶次幂都作共振.因 
此，可以用多项式变换将它们消去迕到任 意阶. M 然，对小£： / 0这些项仍保持非共 
振，即对所冇小 e 可以用系数光滑依赖于 f 的多项式变换将它们也消去直到任意阶 • 
一般地,第一个 Lyapunov fi i, 不为零，即函数 G 在 e = 0时从三次项开始 

G(x,0)^-hx 3 i-oix 3 ). 

于是,对所有小 e 消去: t 3 项后，映射可化为形式 

x = -x(l+ lo(c) + lii 2 ) + o(x 2 ), (11.4.5) 


其中 k 是 e 的 C r - 1 - 光滑函数, /o(0) = 0. 

不动点的稳定性区域边界 on 由条件⑷= 0确定，只要向最(磬，…，邊乂。 
不为零.它是余维1的 C r ~ l -光滑曲面，选择 io(£：) 作为控制参数于是任何横 
族有形式 

x = -x(l + M + 6(x,/x), (11.4.6) 

其中6 =： O (o: 3 > •它是 rr 的 （T - 光滑函数,/X的 C- 2 - 光滑函数，使得 

G(0,n) = & x (0^) = = 6 ； xx(0,0) = 0. (11.4.7) 

Xf 所有: r 和充分小的 M , 映射 ( H-4.6) 有唯一不动点 • 这个点（在原点）当 P < 0 
时稳定， P > 0时不稳定，对 P / 0,它不产生 分支. 除了这个不动点，映射（11. 4 .6)可 
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有周期2点. 因此为 了确定分支我们应该考虑这个映射的二次迭代.那里不可能存 
在周期大于2的其它周期点，因为 （11.4.6) 的二次迭代是单调增加的一维映射—— 
这样的映射的周期轨道是不动点. 

二次迭代由 

x = x {\+ 2 n + ti 2 + 2 hx 2 ) + d { x tt i ) (11.4.8) 

给出，其中 

6(0, M) = = 62,(0, /X)= 么 "„(0,0) = 0. (11.4.9) 

二次迭代的非零不动点山方程 


,( 1 + ^) + ^ + %) = 0 

求得.这个方程类似于出现鞍结点分支的不动点的坐标方程（见 (11.2.12)). 闪此， 
我们可以验证> 0时方程没有实根 ， /ih < 0时有两个相反符号的根，即 




士 V f +°{\ AIa )- 


如同对映射（11.4.7)，偶 ( x + ，2 T ) 组成周期2轨迅.它的乘子由微分 (11.4.8) 的右端 
得到，且等于 


p = 1 + 2/1 + 6/ ji 2 + o (/ i ) + o ( i 2 ) = 1 一 4 /i + o ( m ). 

由于在周期2点的存在性 K 域， / i 的符号与 h 的符号相反，可得知 h > 0时乘子大 
于1，煳期2点不稳定.相应地 , ii <0 B . t 乘子小于1，周期2点稳定.综上所述我们 
得到： 

(1) 若^ < 0,则对 / i ^ O , 在原点的不动点稳定，它吸引任何小邻域内的一切轨线 • 
当 M > 0时不动点变成不稳定，从这点分支出稳定的周期2点，对应的 Lumerey 
图如图 11.4.1 所示. 

(2) 若 G > 0,则对 / i <0, 存在在原点的稳定不动点 O 以及界定0 的吸引盆的不 
稳定周期2轨逍.在 m = 0,周期2轨道与0合并,后者变成不稳定，当 M > 0 
时所有轨线除了 O 以外都离开原点邻域，见图 11.4.2. 

下面考虑原映射 (11.4.1). 为了看得清楚起见我们限制在二维 情形. 这时这个映 
射写为形式 

X= -X(l + hi 2 ) + 0(l 2 ), 

y = 7My + <Ky). 

其中 | 7 (/ i)l < 1. 如果我们考虑三维流的 Poincare 映射，则它可定向（保持方向)•因 
此，周期轨道乘子的积必须为正，即7 < 0. 




ffi 11.4.1 在情形 li < 0 时的 Lamercy 螺线的 变化. 


如果 G < 0, 点 O 对 M < 0 稳定（结点 （-)) .当 P 变成正时，点 O 失去稳定性 
而变成鞍点这意味着从原点分支出稳定的周期2轨道.相图如图 1 M .3 所 
示. 

如果 h > 0,则对所有充分小的负 M ， 存在鞍点（+，+)型的周期2轨道 (0 i ,0 3 ). 
它的稳定和不稳定不变流形将不动点0 2 的吸引盆分开.当 /i 趋于零时周期2轨 
道趋于 O 并在 M = 0 射缩于它.当 /i > 0 时，点 O 变成鞍点（-， -)( 见图 11-4.4). 



(c) M>0 

图 11.4.2 在悄形 h > 0 时的 Lamere > 蜾线的 变化. 不稳定周期 2 环界定坂点的吸引盆. 


在自治微分方程系统的周期轨道情形.这个分支值得注意的特征是，与 Poincai 6 
映射的不动点 o 对应的周期轨道 L 的中心流形是 M 6 bius 带.周期轨道本身是 
Mobius 带的中线，因此从 L 分支出的新轨道必须围绕 L 两次，如图 11.4.5 所示. 
很显然新轨道的周期接近于 L 周期的两倍.因此这个分支称为倍周期分支对以^ 
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/,<0 




图 11.4.3 MC 点强初是稳定结点（-〉.在0>)中 A 和03的每一点都是周期 2 点.它们构成当 《( 
点变成鞍点时从它分支出的稳定周期 2 环. 


为周期的非自治系统， Poincare 映射的周期2点对应于倍周期的两条周期轨道，使 
得以相移位 r 由一条 变到另一条. 

接下来我们集中研究当第一个 Lyapvmov S 等于芩时出现的分支.这里，经去掉 
二次和四次项后（映射的光滑次数 r 假设不小于5)，映射可以写为形式 


x = -x(l + lo ( e ) + h ( e ) x 2 + l 2 x A ) + o(x 5 ). 


其中 沁⑼ = “⑼= 0，Z 2 / 0. 在这种情形下分支曲面职由方程 


fe(e) = h ( e ) = 0 




通往稳定性边界的局部分支 


/,>0 



0>) /i^o 

明 11.4.4 悄形 ii >0. 在原点的《定结点 （-> 被周期 2 鞍点环 （+,+) 所围绕当环坍缩到肼点 
时,后者变成不 稳定. 



^ 11 . 4 . 5 倍周期分支的拓扑.平凡 W 期轨道 L 的不稳定流形（黑色）是 Mobius 长条，它的边界 
是-条刚分支出来的周期2稳定轨道 • L 的稳定流形表示为白色（承蒙 B . Krauskopf 允许). 

定义，并且当假设一般性条件 
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成立时，它是余维2的 C 〃 3 光滑曲面.因此，横截族依赖于两个 参数： 

x = — x(l + no + mx 2 + hx A ) + o ( x 5 ). (11.4.10) 

其中，如上，不动点是唯 一的. 当仲 < 0时它稳定，抑 > 0时不稳定.对所有其它小 
的 Mo / 0,它不产生分支. 

为了求周期2点，我们考虑映射的二次迭代 

x = x(l + / io ) 2 + /< i(l + / io )(2 + 2 /io + ^o)x 3 + 2^2 工 5 + 。 ( 怎 **). (11.4.11) 

这个映射的不动点除 x = 0 以外是方程 

2/ i 0 - f/ig + / ii(l + no)(2 + 2 /io + / io )* 2 + 2/ a x 4 + o(x 4 ) = 0 (11.4.12) 

的根.市:根必须满足由微分 （11.4.12) 得到的另外方程 

H \{1 + Mo )(2 + 2 /io + Mo ) + + o ( i 2 ) * 0. (11.4.13) 


关于: r 求解系统 （11.4.12) - (11.4.13), 我们求得在参数平而上包含重根 
的曲线由半抛物线 2 

Ho = + °(^?)| < 0 (11.4.14) 

组成.对映射 (11.4.10), 这条曲线对应出现鞍-结点型的周期2轨线 (x'x_). 鞍 - 

结点的坐标山 （11.4.12) 和 （11.4.13) 求得 •• P = 土 y ^| + 0 ( V ^) •将 （ mil ) 

的右端在 ； t + 展开为 Taylor 级数,我们可 以验证 Lyapunov 鼠不为零，即这个点是简 
单鞍-结点. 

除了直线糾 = 0和立线 (11.4.14) 以外,分支幵折不包含其它东西（见图 11-4.6). 
这些曲线将原点邻域分成三 个区域 和对应每个区域的 Laraerey 阳如围 
11.4.7% < 0) 和阁 11.4.8(6 > 0) 所示.在£) 0 内不存在周期 2 轨线，在 Di 内存在 
—条周期2轨线，在 A 内存在两条这样的轨线•当从认移动到队时两条周期 2 
轨道帘合并消失. 

最后示意性地考虑当几个 Lyapunov g 同时为零时的一般情形的分支.设 A : 是 
在 e = 0时第一个非零 Lyapunov 里的 指标数 • 于是消去直到阶的 a ： 的偶次幕， 
映射可以化为形式 

5 = -X (1 + pii ( e ) x ^ + l k a ^ j + o ( x 2t+1 ), (11.4.15〉 

其中 G 是 e 的 C ^ (2 l + I ) -光滑函数 （i = 0,…，- 1). 假设映射的光滑次数『不小 
于 （2 fc + l ) 以及 f 0 ⑼ = .-- = ifc -“0) = 0， Zi ： /0. 
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(» / 2 <0 (b) / 2 >0 


用 11.4.6 分支 开折⑷ / 2 < 0和 （ bW a > 0. 
a 然，在一般位 a 的悄形（即矩阵 



的秩等于 A:), 分支曲面 

: lo(e) =»••• = ffc-i(c) = 0 

是通过点£ = 0以及对应于具有乘子 -1 和前面 - 1) 个 Lyapunov 撤为零的不动 
点的余维 A : 的 C r - (2fc - x > -光滑曲面 . 4 

我们选择 ft 作为控制参数 /io , ••- 于是任何一个与职'横截的族在 

这种情形下可表示为形式 

£ = —x(l + ^o + /iix 2 + + + lkx 2k ) + G(x ， p), (11.4.16) 

其中 G = o(x 2fc +1 ) 是 :r 的 （T - 光滑函数，是 /i 的 C^ 2fc -光滑函数，旦满足 
6(0,/i) = Gi(0,/i ) =…= 6( 2 *)(0，/i) = 0和 ^ 2 * + »(0,0)=0. 

平面⑽= 0对应于在原点的不动点失去其稳定性.在你〆0不动点不出现其 
它分支.为了研究周期2轨线，我们需要研究映射的二次迭代 

, = x(l + g ^ + ^) + + (11 . 4 , 7) 

= x{\ +2/io + 2/i,x 2 + ••• + 2/i*-iX 2(fc - l > + 2l k x 7k ) + oix 2 ^), 

一 4 注意. S 定舰 細边紐由条件 ⑽ ） = 0确定.且是余_ 1的光滑曲面，只要向 S 
(豈 ，…，^ 非；，而不管任何 Lyapunov * 是否为零. 




图 11.4.7 分支 W 11.4.C ( a ) 中对< 0 情形的映射.明绕谢点顺时针方向移动 .（<：) 中的两个周 
期2环在分隔 仏和 的边界上合 并垃在 Oo 内消失 .周期 2 的半稳定环示在（⑴中. 

其中每一个化由 / i 0 , ••- 唯一表示： 

f^i = Hi +<Pi{fio, ••- ./ii)- (114.18) 

我们并不裔要 函数的 的具体形式.只需注意 


^ (i = o,- -，*) 


(11.4.19) 
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圖 


111 


II 


« 11.4.8 对应于分支图 11.4.6 ㈤ 中的映射 在仿和 之间的边界上用期2半-植足坏 W . 
示在⑷中. 


就够了.映射 (11.4.17) 的非零不动点是方程 

/io + All 2 + …+ Afc-l* 2( * _1) + l kX 2k + o(x 2fc ) =0 


(11.4.20) 


的根.它们对应于映射 (11-4.16) 的周期2 轨道. 此外，每条轨道是由一个正根和一 
个负根组成.因此，我们可以仅考虑正根，即如果令 u = X 2 , 则我们的问题化为对方 














程 


11.4 具有乘子 -1 的周期轨道分支 


Ao+Aiii + --- + Afc-iu*- 1 + ZfcU* + o(u k ) = 0 (11.4.21) 

正根的分支分析.这种根的类似分支我们已经在 11.2 节研究过（其差别是 u *- 1 的 
因子不是零一但这由平移原点总可以 办到； 除了这个我们没有单独讨论过正根的 
性态).如在 11.2 节，通过验证方程左端的 * 阶导数不为零，我们就可以证明当: r 和 
/ i 都小时方程 （11.4.21) 不可能有多于个的根. 

因此，具有一个乘子等于- 1 以及 （ifc - 1) 个零 Lyapunov 量的不动点的分支不 
可能产生多于个周期2轨道.此外，容易指定确切的参数值使得方程 （11.4.21) 有 
从0到 A : 范围内指定个数的正根.由此得知在映射 (11.4.16) 的参数空间内存在区 
域，其中这个族具有任何指定个数（从0到 A :) 的周期2轨道. 

为了了解周期2轨道的分支曲面的结构，我们必须构造方程 （11.4.21) 的重根曲 
面 OT ， 然后选择对应正®根的部分 OT +. 曲面 on 由方程组 


Ao + Ai u 十 . • • + Afc-iu* -1 + + o(u fc ) = 0, 

fil + 2fi 2 u + ..• + (*- + kl k u k ' 1 + ©(u*- 1 ) = 0 


(11.4.22) 


定义.由 （11.4.22) 得知根 u = 0 对应 T 令值 / io 和 Ai 为零因此，由如 = Ai = 0 
定义的直线构成 on 中 OT ’ 的边界.映射 （11.4.16) 的周期2轨进的分支图与耽 
合.相应地，曲面 orr 和平面 /io = 0的并,其上不动点失去它的稳定性，这给出映射 

(11.4.16) 的完全分支阁 • 

现在我们来更详细地考虑集合 W 的构造问题（对 A : = 3 ,G < 0的情形，映射 

(11.4.16) 的分支阁的例子见图 11.4.9). 注意，曲面071包含对应于存在 fc 货 根的直 
线这条直线由下面方程组确定（它们要求在某点 ti ， 方程 （11.4.21) 的左边及它的 
前 （ A : - 1) 阶导数必须为零). 
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0 = /io + + ••• 4- + + o ( tx fc ), 

0 = Ai+ 2fhu + ••• + (*- l)Afc-iU fc - a + Wfcii*- 1 + oCu*- 1 ), 

fc-i 

0 = A + + CjUti 4 - 4 + cKu *- 1 ), 

i=»+i 

0 = Afc-1 + Ar/fcti + o(ti), 

其中 q 是二项式因子.从下到上关于逐个求解这个系统,我们求得曲线 L 可 
渐近地表示为形式 

A , - (11.4.23) 

其中叫是某非零系数.此外, *： 重根位于点 

u •〜一 “ k - i/klk (11.4.24) 

上. 

点 M = 0将曲线 L 分为两个 分枝： L + : / ifc - i /* < 0和 L _ : Afc-Wfc > 0. 由方程 
(11.4.24) 得知在上 u * > 0,即只冇 L 的这个分枝对应于 A 1 R 周期 2 轨道. 

通过将照点移到点 ti = u ' 方程 （11.4.21) 化为 

+1/1« + • • • + Mk -2 U fc ~ a + IfcU * + o { u k ) = 0, 

其中 h 足 A 的某些函数.因此，由 11.2 节得知在与笠线 L 横截的每个截面 Afcd =常 
数上，曲面971有相同结构，它是（直到微分同胚）多项式作 

的觅根曲面，此曲面是在截面与曲线 L 的交点（这个点的坐标由 （11.4.23) 求得）附 
近组建成的. 

正如 11.2 节解释的，这个曲面是由许多对应二重根的余维1光滑叶片组成.直 
线如 == A = 0将这些叶片划分成分别对应于负二重根和正二重根的两个部分（只 
有后面部分组成971 + ):正的二本根当 fik-iU < 0时恰好在与相连接的部分中， 
或者当 fik-ilk > 0时在不与 IT 连接的部分中 • 

我们也可以推导类似于 （11.2.31)—(11.2.33) 的渐近关系式，即宽根曲面叶化为 


渐近表达为 



化 ~ Af ； <5 fc_ ' 


(11.4.25) 

的曲线，以及所有余维 s 的分支集由形如 



Ai = .A*-i) (i = 0 . 

…， s- 1) 

(11.4.26) 




的曲面片（在 M = 0相连接）组成，其中诸％满足关系 


(11.4.27) 


eg 1/^，） 

<=J 

(这里， C 是与《和 j 无关的公共常数). 

由 （11.4.18) 和 (11.4.19) 得知，如果我们回复到原来的参数 /xo,--- ,/ifc-i, 则每 
条曲线 （11.4.25) 将有具有相同常数集的同样的渐近表达式.因此，在计算一阶 
渐近关系式时不必用叫来表示我们简单地令 Ai = / x - 

11.5 Andronov-Hopf 分支 

这一节我们讨论当平衡态的一对复共扼特征指数穿过虚轴时发生什么.这里失 
去稳定性与周期轨道的产生或消失直接相联系.这个分支是从驻定机制过渡到振动 
机制的最简单的装酋，并且它允许我们对许多物理现象给以适当的解释由于这个 
缘故，这个分支在分支理论中传统上有着特殊的作用. 

考虑 C ” 光滑 （ r 》 3) 依赖于变& a ： € R 2 , y 6 R m (m ^ 0) 和参数 ee ^{ p > 
1) 的微分方程系统族.设系统在£ = 0冇具有一对纯虚特征指数的平衡态 a 余下 
的特征指数假设都位于虚轴的左边.由于平衡态没有零特征值，它在 e = 0的小邻 
域内得到保持.不失一般性，我们可以假设对所有小 s 它停留在肼点.又假设这进一 
对最接近于虚轴的特征指数 

Ai.a -• A(f) ± iw(c), 

其中 AOO 和 w ( e ) 是 C r - 1 -光滑地依赖于 e , 以及 

_ = 0, u ;(0) >0. 

由约化定理，在平衡态附近系统可化为形式 

±1 = X(e)x\ — 0；(£)3：2 + Gi(Zi，；E 2 ，e)， 

±2 = Ul(e)xi A(c)X 2 + G 2 (Xi t X 2 ,e) t (11.5.1) 

y = [A + F{xi,X2,e))y, 

其中 F 是 e - 1 - 函数， G 1>2 是 cr - 函败，且 


F (0,0,0) = 0, 
G (0,0,0) = 0, 
G ； (0,0,0) = 0, 


(11.5.2) 
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我们可以如 9.3 节一样验证，在 e = 0 函数 G 的 Taylor 展开中异于 心 ㈤ +南和 
x 2 ( x ? + x 2) 的项（例如任何偶次项）都是非共振项，故可用（关于: r 的）多项式变量 
变换消去. 

在参数空间中平衡态的稳定性区域边界 OT 由方程 A ⑷= 0 给出： 如果 A ⑷ < 0 
平衡态 O 稳定， A ( e ) > 0它不稳定.如果向 M (■’ …，岛 。至少有一个分量 

不为零，则对所有小£：边界是余维1的 C — 1 - 光滑曲面** dU - X ( e ) 为控制参数 
H , 并考虑与职横截的单参数族.在中心流形 y = 0上，这个族取形式 


X\ = fiX\ - 0 ； (/i)X2 + ([1*1 一 + 工?） + Gl(X\,X2,/i), 

(11.5.3) 

X2 = a ； (/i)xi + HX2 + (ftlXl + L\X 2 )(x\ + xj) + ^2(X1,221^)* 

其中对所有小 /i, Z 的所有二次项和在 p = 0 异于 々 Or? + 咗和 I 2 (x?+xi ) 的三次 
项都被消去 . 

这意味者在（ 11.5.3 〉中，函数 Gy ( 关于 : t 是 C"- 光滑，关于 m 是 C— 2 - 光 

滑）满足 

G(0,0,/i) = 0, G ； (0,0,/x) = 0, 

G ； I (0,0,/i) = 0, G ； i x (0,0,/i) = 0, 

即 G = o(H 3 ), 其中 K = y/x\ + xl 

定理 11.1 如果 （ 11.5.3) 中第一个 Lyapunov ft L x 为负，则对小 /i 彡 0, 平衡 
态 O 稳定并且在原点某邻域内的所有轨线都趋于 O. 当 /i > 0 时平衡态变成不 
稳定，并出现迕径为〜的稳定周期轨道（见阁 11.5.1) 使得 C ； 中所有轨线除了 0 
邢趋于它 . 





⑷#<0 


( b ) P =0 


(c)/i >0 


图 11.5.1 在原点的稳定热点通过超柱界< 0) 


r - Hopf 分支软性失去稳定性. 


如果第-个 Lyapunov 量 L 为正，则对小 /i ^ 0,平衡态 O 不稳定并且任何其 
它轨线都离开原点的小邻域 K 当 /i < 0时，平衡态稳定.它的吸引盆是由直径为 
〜的不稳定周期轨道界定，这个周期轨道在 M = 0时收缩到 0( 见图 11.5.2). 







( a ) 只 <0 


(b) M=0 


围 11.5.2 在®点的稳定焦点通过 亚临界 （M > 0) Andronov-Hopf 分支刚性失去稳定性. 


(11.5.5) 


证明将系统 （11.5.3) 写为极坐标形式 

R = R{n + Li R 2 ) + { R , m ). . „ 

(11.5.4) 

<fi = w ( m ) + Hi Oi ) R 2 + *2(只，沪， M )， 

其中 h = o (/2 3 ),^ = o ( R 2 ). 定理的论断对截断系统 

R ^ R ^ + LiR 2 ), 

(11.5.5) 

(fi = uj(fi) + Qi(n)R 2 

可平凡地验证. 

哳实上，这里轨线的性态完全由第一个方程 

R ^ R(ti + LiR 2 ) (115.6) 

确定.特别地，方程 （11.5.6) 具有正月的平衡态对应于系统 （11.5.5) 的周期轨进•容 
易求得 （11.5.6) 的平衡态，即 /iLi < 0时的 i ? = 0和/? = 如采 M < 0则 

平衡态只=稳定 ， la > 0时它 不稳定 • 

对一般悄形，^忆> 0.因此 （11.5.4) 中的必对 小的只 不为零.从而，任何 
异于点 O 的轨线必须与射线 W : (^ = 0, « > 0相交 . ^转动一周后，轨线必须与射 
线轮再次相交，等等，直到它典开原点的 邻域. 因此，只徭考虑沿着系统的轨线将射 
线況映为它自己的映射，见图 115.3. 

为了汁算这个映射，将 (11-5.4) 中第一个方程与第二个方程相除得 


dR = + = fiQi + LA 2 ) + 炉 ) 

d<p 一 cj(n) + Qi^R 2 + 中 2 (/2 ， y> ， /i) w(/i) 


(11.5.7) 


我们求方程 (11.5.7) 在 = Q 从点 R = Ro 开始 的解. 将它展 成办的 Taylor 级数 
R {( p ) = Qi (( p)Rc + Q 2( v >)^0 + tt 3 ⑼用 + (11.5.8. 
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图 11.5.3 从原点出发的射线 S ? 的映射. 


(由 于在办 = 0有 RM = 0,展开式从线性项开始).由于 R ( 0 ) = «0,故 

£>1(0) = 1, ⑼= 0 ， 03(0) = 0. 

将 (11.5.8) 代人 (11.5.7), 并今同类项相等得 

/iQi 
W (/ i )’ 

002 _ / i <>2 

dtfi 一 

da 3 
dx 


da \ 

dtp 

da 2 


陶 + Liaj 

cj ( M ) 


积分这个系统并考虑到初始条件 (115.9), 我们得到 

QiM =㈤ ， 

02 (^) = 0, 

L ie MV»/w(M) ( e 2#iWw(/0 • 1) 


a 3 ( V >) 


2" 


以及 


H ( V ?) = 


e W / u »( M ) - 




令 p = 2 tt ， 我们得到将射线 R 映到它自己的映射的表达式：= 


(11.5.9) 


(11.5.10) 


刪卜* 



可容易求解（注意到，直到主项它与 (11.5.6) 的非平凡平衡态的方程重合).由此得 
知当 彡 0, 映射 (11.5.11) 有申 •个不动点 i? = 0,当< 0,还出现平衡态 
R = + o ( v ^ i ), 它是从前面的不动点分支出的（回忆映射仅对 R ^ O 定义， 

不包括它^负根).由 （ 11.5.11 )， 我们得到非平凡不动点乘子的下面表达式 

P ⑻ =1 -笼 + 。⑻ • 

注意到，如果 £ n <0 Wd 不动点稳定，否则不稳定.这就证明了定理 11.1 的论断. 

注定理 11.1 是由 Andronov 和 Lcontovich 通过构造和研究映射证明的，而没 
有明显地应用规范形 理沦图 11.5.1 和图 11.5.2 是从 Andronov,Vitt 以及 Khaikin 
的《振动 理论》 中拷贝过来的，那里他们阐述了软性生成和刚性生成 G 激振动的现象 
(见14聿). 

接下来我们研究高维系统 （ n .5.1) 的分支.如采 h < 0 ( 图 11.5. 4 ), 则当< 0 
时平衡态 O 稳定（当 M < 0时是粗焦点，当 M = 0时是弱焦点)，它吸引原点小邻域 
内的所冇轨线.当 /i > 0时点 O 变成 ft 有二维不稳定流形和 m 维稳定流形的鞍-焦 
点.不稳定流形的边是稳定周期轨道，它现在吸引除了在0的稳定流形 I ：的轨线以 
外的所有轨线.定理 11.1 中计算的周期轨道的一个乘子是 Po(M) = 1 - ^ + 
为了求其它的乘子，我们注意，由于周期轨道位于中心流形1/ = 0上，1/ - 变虽的变 
分方程是（见 (11.5.1)) : 

g = M + F ( i , o , f )) g . 

由于 F 的绝对值很小， W 此由这个方程的时间 T 移位接近于（其中 T 是极限环 
的周期).故对应于1/ _变&的乘子接近于 (j = 1，... ， m ), 其中诺&是矩阵 A 
的特征值.由于 T 4 + •.. ,我们有下面的乘子公式 


巧 = ⑼ (1 


)， J = 


最接近于单位圆的乘子是实数，故对所有充分 小的〜 周期轨道是结点（即对应 
的 Poincare 映射的不动点是稳定结点). 

如果 Li > 0,相图如图 11.5.5 所示.其中当 M < 0时存在稳定平衡态 0( 焦点 } 
和鞍点周期轨道，后者的 m 维稳定流形是 O 的吸引盆的边界•当 M 增加时环向 O 
收缩，并在 /i = 0 坍缩到 O .当 /i 增加而通过零时平衡态 0 变成鞍-焦点 • 

我们已经看到，横截于稳定性边界亦的电参数族的分支依赖于第一个 Lyapunov 
蛰的符号而有完全不同的发展如果在 e = 0贵 h 为零，不在万不得已我们不考虑 
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(•) M <0 


(b) P>0 


ffl 11.5.4 R 3 中超临界 Andronov - Hopf 分支.⑷中的稳定焦点（主流形是二维的）变成 （ b ) 
中的鞍-焦点.稳定埘期轨道是不稳定流形的边_ 


双参数族.为了探究这个悄况，我们将系统在中心流形上化为直到5阶项的规范形: 6 
Xi = A(f)xi - u{e)x 2 + (Li(c)n - n,(ff)x 2 )(x? + xj) 

+(LaXi - n 3 x?)(x? + x\) 2 + o(z 6 ), 

±2 = w(e)xi + X(e)x2 + (Oi(e)xi + L\{e)x2){x\ + xj) 

+(n 2 xi + L2X 2 )(xJ + x\) 2 o(i 5 ), 

其中 la ⑷, n ! ⑷是 c r - 3 类函败, Mo ) = o . 考虑由条件 


A(c) = 0, L\{e)=Q 


定义的曲面 wr . 如果 



则抓是余维2的 c r ~ 3 -光滑曲面. 
5 假设这个系统充分光滑,例如 r 彡 S . 






( a ) P <0 ( b ) ^>0 

m 11.5.5 亚临界 Andronov-Hopf 分支 .（》) 稳定焦点的吸引盆是由鞍点 W 期轨进的 》 定流形所 
界定 .（ b ) 期轨道在«小到镥定焦点,后者变成鞍 • 焦点 (1.2). 

选枰； 和 L ,{ e ) 作为控制参数肉和 M ， 与职 7 横鉞的双参数族写为形式 

it = Mo^i - ui(/i)z 2 + (Mi*i • ^i(M)*a)(*i + x i) 

+(L 2 :i - n 2 z 2 )(x? + 4〉 2 + (Kar 5 ), 

±2 *= w(a«)xi + ^2 + (fix + /iix a )(xj 4 - xj) 

+(ft 2 *l + L 2 x 2 )(x? + xl) 2 + ^(x 5 ), 

或者在极坐标下为 

(11.5.13 / 

ip = w(/i) + + ^ai? 4 + 少 2( 尺， P ，/ 4 )， 

其中中 〖 = 0( 炉) 且恥- O . 

注意到 0 对小 K 不为零.因此，原点附近的动力学由沿着系统轨线将射线: 
»:^ = 0, H ^0 映为它自己的映射确定.这个映射的计算与上面定理 11.1 证明中 
的方法相同，即利用将系统 （11.5.13) 的解 _ 展开成关于初始条件的 ^ ylor 级数: 

R(<fi) = ai (y»)Ho + a 2 ⑼ 增 + a 3 (y?) 用 + a 4 (v>)Hj + ocs{v)^ + •.. • 



略太•细节最后得到 


通往稳定性边界的局部分支 


兑= R + + Aifl 2 + L 2 R 4 ) + 0 (护)， 


(11.5.14) 


Ao = - 1)^ =/xo + o(/io), 

ih = - ^^ 抑 ) c2»Mo/u»0*) (c 4^/u.(M) - 1)^1 

=卩 I - + °(^ o ) + °(^0- 

由于映射 （11.5.14) 的右端是单脚增加函数.对这个映射的研究化为对它的不动点的 
研究.它们可视为方程 

RUxo +Aii? 2 + h#) + 0(^) = 0 


的根.注意，由于这个映射是对 R ^ O 定义的，我们只萡寻找非 负根 . H = 0对应于 
平衡态，正根对应于系统 (11.5.13) 的周期轨 iit 由于我们己经在上一节研究了这个 
类玴的方程（方程 (114.12)), 当分析在零 Lyapunov M ： 情形从仿闹期分支出现周期 
2 轨进时，我们可以简单地 ffi 述它的主要结果. 

系统可产生不多于两个的极限环 • 如果 ^2 <0 (见阳11.5.6)，则对//0 > 0存在 

节个极 限环； 在由射线 Mo = 0,川 > 0和曲线 £：/io = j^j+ o (^) 所阑 的娲形 Da 
内存在两个极 限坏:-个 稳定，另一个不稳定,它们在曲线^上合并形成一个半稳定 
环； 在/:与射线 Mo = 0,/xi < 0之间的区域 A) 内不存在周期轨逬.对悄形 L 2 > 0, 
类似的分支如阁 11.5.7 所示• 

r 



m 11.5.6 在心= 0, h < 0情形时的分支开折.曲线£对应于两个环的存在性- 





图 11.5.7 在 “ =0, La >0情形时的分支开折. 

现在设前面 （fc - I)个 Lyapunov 捃在 e = 0时等于零（所考虑的系统的光滑性 
假设不低于 2/t+l). 于是，在一般位》悄形，曲面肪'（它对应的平衡态有一对纯淑 
特征 tf (以及前面 （/c - 1) 个 Lyapunov S 等 T 零）足参数空间中通过点 e = 0的余维 
A: 的 C 2 *- 1 - 光泔曲 面.在这种情形 F 所冇撗藏族依赖于 A： 个控制参数仰，… 
并且在极坐标下可写为下面形式： 

H =用 ㈧ + • • • + ^-,« 2 *- 2 + L k R^ k ) + o(R 2k ^), 

(11.5.10； 

ip = w(/i) + Qi(n)R 2 + ••• + nfc(/i)/? 2k + o(R 2k ). 

对这个族的分析也酊以化为将射线 V > = 0,«^0 映为它自己的映射的 研究. 我们可 
以证明这个映射冇形式 

R=R+4 L x«(Ao + Aift 2 + ••• + /ik-iH 2 *' 2 + LkR 2k )^ 0{R 2k ^) } (11.5.16) 

其中 

MO = Mo + 0(/40)， 

Ai = Mi ~ + o ( tio ) + o ( mi )» 

〜 = /*» — Qifit-i - n,/io + o(/io) + … + o(Mt). 

/i*_,= 糾 -1 - tli^k-2 - n*_i/io + o(/io) + ••• + O(Mfc-l )， 
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并且缓是 仏⑼，… ， n ,( o ) 和 u ； ⑼的函数: 


fii = 


giW 


«2 


»2(0) n ；( p ) 

w(0) w 2 ⑼， 


在上一节我们己经将由具有乘子 -1 的不动点生成周期2轨道的问题化为类似 
于映射 （11.5.16) 的映射 （11.4.17) 的 研究. 因此在这种悄形的分支图与具有 （ A ： - 1 ) 
个零 Lyapunov 量的倍周期分支的分支阁 相同： 这是由平面抑= 0,在其上原点的平 
衡态失去它的稳定性，以及对应于正 u 的多项式 Ao + --- + Afc-iu*- 1 + L k u k 的宽根 
的半曲曲> 通正根 对应于 s 觅极 限环） 的并组成. 

注意到映射 (11.5.16) 可有不多于个的正不动点（包括重次>,因此具有一对纯 
虚特征指数和前面⑺ -1) 个 Lyapunov 话等于零的平衡态可以产生最多个极限 
环.此外，参数空间的区域可以按系统有从0到 * 个极限环确定.它们都阐绕原点， 
使得不稳定环位于任何两个相继的稳定极限环 之间. 最外面的极限环的稳定性由第 
灸个 Lyapunov ft 的符号 确定： 如果 L fc < 0那么它稳定，否则不稳定 • 

这个理论 M 子 Andronov 和 Leontovich, 他们分析广平面情形.稍 Af Hopf 从不 
同观点研究了 A 有一对纯虚特征栴数的平衡态的族他的结果用当代的方法可表述 
如下：考虑二维系统 6 的单参数族 

XI = A(/i)ll -U>(/i)Z2 “， r … 

^11.5.17) 

X2 = w(/i)xi + A(/i)i 2 + G 2 (xi,a ： 2»^). 

其中 （^,2 細 & G = o(i?) 和 = o ( R ), R = y / xf ^ 的 C r (f 彡 u 类闲数 
定理 11.2 设 

A(0) = 0, y (0) 0, u ； ⑼ /0. 

那么在扩展相空间（相空间与参数空间的 直积） 的原点附近存在唯-确定的 C * ■-光 
滑不变曲面 M = ^(1), t/-(0) = 0,使得对给定的/I，它与平面 M =常数的每一个交是 
由系统 （11.5.17) 位于原点领域内的闭轨线集所组成. 

证明系统 (11-5.17) 在极坐标下写为 

—6 Hopf 料 _ t 考虑了形.用中心麟定理，我籠61秋關在二维情形. 




其中 t = o ( R ), ^ = o { R ) 且 = o ( l ). 沿着系统的轨线，射线 p = 0 ，H > 0 的 
映射有形式 ^ 

H = e 2 llXM / u ， iM ) R ^ o { R ). (11.5.18) 

这个映射的不动点是函数 

屮 s c 2- Mm )/-( m ) 一 1 + 柴 (11.5.19) 

的零点.偶（开= 0# = 0) 满足这个方程.因为 

^(0,0) 2 W ⑼ 

我们可以对 （11.5.19) 应用隐函数定理.因此在半平面 (^ R ^ Q ) 上存在唯一确定的 
光滑曲线 /i = ^ b { P ), 对每个给定的它由映射 （11.5.18) 的不动点组成.由于系统 
(11.5.17) 的周期轨道对应于映射 （ U .5.18) 的不动点，在扩展空间 ( fi , x lt x 2 ) 内存在 
曲面 M = ^( x ), 它被系统的闭轨线所充满.这与定理的论断-致（验证曲面在 x = 0 
的光滑性黹要另外的计算，我们在这里躭省略了 )• 

注意，上面定理本身并不揭示关于系统 (11.517) 动力学的多少倌息.从定理立 
刻得知的信息仅仅是，在 P = 0的小邻域内或在 /i = 0 时系统存在周期轨道.伹对 
任何闶定的 M 关于周期轨道的个败定理没有说. 

例如，假设定理条件满足，可能发生不变曲面由方程 M » 0给出.这意味着在 KC 
点附近所有的轨线都是 W 的，即在康点的平衡态是中心，但在 M / 0系统没有绕 
职点的小闭轨进.因此,平衡态这时可能仅仅失去稳定性而没有产生极限环,例如在 
方程 i + M 土+ * + * 3 = 0中. 

11.6 不变环面的产生 

考虑关于变 fi a ： € R a ,y € R m (m 彡 0) 以及参数 c € R p (p ^ 1) ^ C r (»* ^ 3) 
类的映射族.设映射在 e = 0 有不动点0,它有一对复共轭乘子，其绝对值等于1: 

Pi.a = 一， 

这里我们假设0 < ㈣ < 7 T (其它乘子假设位于单位圆内).这样的不动点对 f / 0也 
保持.我们也将假设对所有 f 不动点在 原点. 最靠近单位圆的一对乘子是 

Pi . 2 ( e ) = P ( e ) e ^\ (11.6.1) 

其中 〆 £) 和 W ⑷是满足 

p ( 0 ) = l ,0< u ;(0 )<ir 

的 e 的 C 7- 1 - 函数.由于我们不想考虑更困难的强共振问题，故假设 40 ) 〆 
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由约化定理，在不动点附近映身 t 可以写为形式 

Xi = p(e)(xi cosa;(e) - x 2 sina;(£)) + C7i(xi,x 2 ,e), 
x 2 = p(e)(xi smuj{e) + X 2 COS^(e)) + G 2 {xi,X 2 ,e), (11.6.2) 

y = [/M-F(a:,y,c)]y, 

其中 F 是 C r ~ l - 光滑 函数， G:, 2 是 （7 类的，且 

F (0,0,0) = 0, 

G(0,0,0) = 0, 

Gi(0,0,0) = 0, 

这里 为了避免混乱我们将 G 都写为 G. 

假设在5 = 0映射化为直到三次项的规范形（见10. 6 节).此外，我们可以验证 
对所有小 e, 二次项都是非共振项，因此它们可以用关于 ar 是多项式关于 e 是 C〜 2 
-光滑的变换消去.于是在中心流形上这个映射可以写为形式 

*1 = p(e)(xi co6u;(c) 8inu ； (e)) 

+(azi - 0x 2 )(x^ + x\) + Gi (ar, t x 2 , e), 

±2 = p(e)(ii slnw(e) + x 2 cosu){e)) 

+(/3xi + qz 2 )(x? + x\) + G 2 (*i, 12 , e )， 

其中 6 1|2 珐 a : 的 C •-光滑函数，是 e 的 C r ~ 2 - 光滑函数，且满足 

G (0,0, e ) = 0, GJ x (0,0,£) = 0, 

G ；(0,0, C ) = 0, G ；；.(0,0,0) = 0. 

由于对小的 e 和 fi (R = v/x? -TiJ), & a tt 也小，因而得知 

&' z = o(R), & x = o(R 2 ) t G = olR 3 ). (n.6.3) 

为了将映射写为极坐标形式，我们用公式为= v/^T +^ 和分= Imln (^ +i ^) 

得到 

片 2 = P 

+2p _1 (a ： i(/'i coeu; + F 2 sinw) 

+x 2 (F 2 cosu; - Fi sinu;))/(x? + 工 1) + …1 ， 

<^ = ImIn(jn -f ax 2 ) + a; + Iraln[l + ^ I c- w (o + t^)(x? + xf) 
+p- 1 e- i * , (/ ， i +tF 2 )/(a：i +W2)], 


p 2 (x? + xl)[l -f 2(acosu ； + 0H\nu){xl -f x\) 




以及 
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H = p{e)R + Liil 3 + i 1 (H ， v , »e)» 

<p = fp + w(e) + U 1 R 2 + 圣 2( 月，沪， e )， 


其中 £1 = (acosu; + /?sinu;) 是第一个 Lyapunov Qi = 


0COSLO — 


(11.6.4) 

以及 


= Fi cos(u; + y>) + Fa8in(w + #) + ... = o(R 3 ), 
^ 2 { R ^ e ) = 。 (旳， 


(11.6.5) 


其中省略号表示岛阶项. 


在参数空间内不动点的稳定性区域边界 an 由方程 p ( e ) = 0定 义 :〆 d < 0时不 
动点 o 稳定， p(d > 0时不稳定.如果向微 後，…，篆） 。 的分 S 至少有一个 
不为零，则对小 r 边界 an 是余维1的 c - 1 - i 滑曲面 . mHk P (£) - 1作为控制 
参数 a 丙此与 an 横截的中.参数族可表示为形式 


H = « + H(/i + LiH 2 ) + 

•fi = <fi + w(/i) + il\R 2 + * 2 («， 


( 11 . 6 . 6 ) 


定理 11.3 设 Xm < 0. 则对所有小的 /i < 0,映射 (11.6.6) 的不动点 O 稳定， 
它吸引在 O 的小邻域内的所有轨线. 

在 M > 0,从 O 分支出的光滑不变闭曲线 

R - 合卜 (P，M)，^<*-o -• 1 (11.6.7) 

吸引所有(除了 0) 邻近的轨线(见图 11.6.1). 



图 11.6.1 不变圆周的软产生. 

如果第一个 Lyapunov. 量 la > 0,则对充分小的 /i > 0,映射 （11.6.6) 的不动点 
不稳定.当// < 0时不动点 稳定; 它的吸引盆是不稳定光滑不变曲线 (11-6.7) 的内部 
区域.当# — -0 时这条曲线坍缩到不动点（见图 11.6.2). 
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(a) (b) (c) 

m n .6.2 稳定不动点刚性失去稳定性. 


证明首先注意,应用 (11.6.6) 的逆映射以代枰原来的映射躭可把 M > 0的悄 
形化为 Li <0 的情形.因此，我们只需考虑情形 A < 0•对 M < 0时的不动点的稳 
定性立刻由下面亊实得知：对 / i < 0 时穴</ 1 ,即 VsW 适 Lyapunov 函数. W 此， 
黹耍分析的是^>0的情形. 

考虑由 

i/ifei ER,<R<Ras 5\/Uj 

定义的环域乂注意到给定原点的充分小邻域，对所有充分小 M, 从这个环域外部 
出发的轨线经冇限次迭代必须进人它：由 (H 6.6) 得知，当> K 2 时 A < «，当 
0 < <凡时犮 > 兄为了芫成定理的证明，我们需要对映射 (11-6.6) 在环域 *4 内 

应用 4.2 节的环域 K (理 • 

为此作尺度化只 — 在这个尺度化变量下，环域由不等式 




3 

2 


( 11 . 6 . 8 ) 


定义，映射取形式 


R^R + fiR(l - R 2 ) + 

if = + U ； (/i) — + 中 2( 只， V 5 ，/ 1 )， 


(11.6.9) 





从 >4 出发的所有轨线都收敛于它. 

由环域原理的证明得知，曲线 C 是任意初始曲线只=常数，例如 K = 1的迭代 
所得的曲线序列的 极限. 对任何小6 > 0,由 (11.6.9) 我们看到，只要 M 足够地小，这 
条曲线的所有迭代位于环域之内， 事实上 ，如果 P 充分小，则对 R = l + S , 
我们有 

ft = 1 + 5 — / i^(l 4- 5)(2 + 5) + o ( fi ) <1+5， 




对 = 1 — <5,有 
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ft = 1 — «5 + / i^(l — 5)(2 — «5) + o (/4) < 1 — 

因此，极限曲线 C 也位于这个环域的内部.由于当 /i — 0时可使得任意小，我们 
得到 /i —* 0时 —♦ 1. 证明完毕. 

注由于不变曲线的光滑性一般不超过映射自身的光滑性， (11.6.7) 中的函数 
少关于 p 仅 CT - 光滑，关于 m 是 C r ~ 2 - 光滑. 事实上，关于参数失去的光滑性仅 
仅由于将原映射化为 （11.6.6) 时失去的光滑性.用更仔细的规范形约化，关于参数 
的 c •-光滑性可得到恢复.这些光滑性结果仅对^的非零值考虑（在 M = 0对映射 
(11.6.9) 不能应用环域原理).但是，我们可以证明定义不变曲线的方程 （11.6.7) 的右 
端对所有 Za/i < 0关于^和^是充分光 滑的. 例如，我们验证 必关于 W 的所有导 
数当 # i — 0时都趋于零.亊实上，注意到由曲线 C 的不变性得知，如果尺= 

则《 微分这个等式并应用 (116.9) 我们得到 

(1 ,6,3) 

其中 u s ^且 G = u (妁. (11.6.13) 中的右 纗是令 K » ^, m ) 计算的 ■方程 

(11.6.13) 以! (11.6.9) 中的第二个方程可以作为将柱面 R ^ xS ^ 映到它 G 身的映射 
(&，釣来处理.考虑到 — 0时 R =必 ( am ) — 1,我们可以把 （11.6.13) 取 

写为形式 

ii = (1 - 2#i)u + o ( ti ). (11.6.14) 

注意到 (11.6.14) 将环域 

N <«5 

映到它自己，其中 <5由于 / i 的小而可取得任意小.导数 u 可看作这个映射的 

不变曲线.由环域妝理的证明得知,这条曲线是任何曲线=常数的迭代的 极限由 
于岡周 u = 0的所有迭代位于环域 M < 6内，这个极限曲线也必须位于这个环域 
内.因此得知，当 M — 0时 ^-0, 即在 m = 矽是 p 的光滑函数. 

微分(11.6.13)，如在 (11.6.14) 中，我们得到二阶导数 ⑵ =&满足类似于 

(11.6.14) 的关系式 

u (2) = (1 - 2 fi ) u [2) + o ( n ). 

茧复 上面的论述，我们得知对所有二阶导数存在且 连续. 重复这个过程我们 
得到所有关于 W 的导数. 
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上面的定理涉及中心流形上的映射.重建原映射 (11.6.2) 的轨线性态相对比较 
简单.这里，如果 M < 0, 则当 M < 0 时不动点稳定.当 /i > 0 时它变成具有 m 维 
稳定流形（由 ； r = 0 定义) 和二维不稳定流形的鞍-焦点，不稳定流形是平面 y = 0 
被稳定不变曲线 C 所围的部分组成. 

如果心 > 0,则当时不动点为上面类型的鞍-焦点，但它的不稳定流形 
是整个平面 y = 0. 一旦进人区域/! < 0时，不动点变成稳定.这时从不动点分支出 
鞍点不变曲线 C 1 ， 它的不稳定流形％是 （ m + 1) 维，由在不变曲线上点描绘的层 
面 z =常数所组成.稳定流形将点 O 的吸引盆隔离 开：从 ％内部区域出发 
的所有轨线都趋于 O , 从％外部出发的所有轨线都离开原点的邻域. 

如果映射 ( 11 . 6 . 2 ) 是自治微分方程系统的 Poincare 映射，则不变曲线对应于二 
维光滑不变环面（见图 11.6.3). 如果 M < 0则它稳定，或者，当 M > 0时它是具 
有三维不稳定流形和 (m + 2) 维稳定流形的鞍点.回忆由 3.4 节，环面上的运动由 
Poincare 旋转数 确定： 如果旋转数是无理数，则环面上的轨线是频率比为"的拟 
周期 轨线； 反之，如 M 旋转数是有理数，则环面上存在共振周期轨道 - 



m 11.6.3 (a) 不变坏曲的产生 •• R 3 中的环失去它的外形 . 0>)不稳定环是环体内的成线. 


我们将环面上的分支研究推迟到下一节，而 &先考 虑如果第一个 Lyapunov fi 
L, 等于零将发生什么情况. „ 

设 （11.6.1) 中的 u ; ⑼不等于穿或吾.于是化为规范形并计算到5 
次项以后，映射在极坐标下写为形式 

H = R + i?(/io + MiH 2 + L2H 4 ) M). , nl _ ... 

( 11 . 0 . 15 ) 

+ + f2i(/i)/i 2 + + 杏 2 ( 只，屮， P). 

其中，^ = o{R 5 ), ^2 = ©(Z? 4 ), La ^ 0 是第二个 Lyapunov 屋，控制参数是 /io = 
p(e) 一 1 和 /ii = Li(e). 

定理 11.4 设 h < 0. 则由 




定义的一对曲线 M 和 G 可在参数平面内确定，使得在曲线 A 和射线 /. o ^ O ./ i^O 
之间的区域 Do 内（见阁11.6.4)，在原点的不动点 O 稳定，它吸引它的某邻域内的 
所有轨线. 在区域 :冲 > 0内，不动点不稳定，所有轨线都趋于围绕原点的 C 7 - 
光滑不变闭曲线 C 7 a . 在曲线£ 2 与射线 /io = 0, Ml ^0 之间的区域 D 2 内，不动点变 
成稳定，除了 C * 以外还产生不稳定 CT - 光滑不变闭曲线 C 7 U ， 它将 O 的吸引盆和 
C - 分开. 



田 11.6.4 对 La < 0的分支开折 


在情形 L 2 > 0,参数平面内存在分别由 

Mo = Mi /41^2| ± o ( M?)i Mi < 0 

定义的曲线 A 和使得在曲线 A 和射线 Mo = 0,⑷ > 0之间的区域 A ) 内 
(见阁 11.6.5), 不动点不稳定，它棑斥从原点小邻域内出发的所有邻近 轨线. 在区域 
Dl : m < 0内，不动点稳定，但它的吸引盆是由不稳定光滑不变闭曲线 C - 所 
界定.在由£ 2 和射线 Mo = 0 ， /ii 彡 0 作为边界的区域认内，不动点失去它的稳定 
性变成不稳定.从它分支出稳定的 cr _光滑不变曲线，后者现在吸引由所围区 
域内的所有轨线. 

为了避免冗长的计算我们在这里叙述一个证明槪要.仅考虑 h < 0 的情形（因 
为 L 2 > 0的情形巧用映射 (11.6.15) 的逆代替而化为上面的情形).首先注意到定理 
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在=氏我们容易推得 


两=1 - 2 R : + 4| L 2 |/xo <1， 

在 fl =屯得 _ 

雜=1 十 2 R ^ yJ ^ + 4 \ L 2 \ tM ) >1， 

即不变圆周 R = R a 稳定，不变曲线 R ^ Ru 不稳定.在曲线乙上截断映射 （11.6.16) 
有半稳定不变圆周尺 2 = / ii /2| L 2|. 

对原始映射 （11.6.15) 我们在参数平面上可以按这样的方式排列曲线 A 和/： 2 
(A 在£稍上， A 在/：稍下)，使得对所有充分小 M， 取这些曲线之间的扇形的外部， 
原点附近轨线的性态继承截断映射 (116.16) 轨线的性态.选择曲线 A 使得对充分 
小 fi€D 0 和小圮 （11.6.15) 中的犮值严格小于 H. 这意味着 K 是原点邻域内映射 
的 Lyapunov 函数，因此每一条轨线都收敛于稳定不 动点. 用我们已经证明定理 11.3 
的同样方法，可以验证对区域 D, : /io > 0,如果我们用小环域 *4 围绕岡周 H =札， 
则对所有小 /i 从原点小邻域内出发的轨线将向 *4 收敛，于是对映射在 >4上的限制 
可应用环域朌理.由此得知 > 包含吸引原点附近所有轨线的光 滑不变 曲线.至于对 
曲线£ 2 ,可以选择它使得在区域内，如果我们分别用两个狭窄的环域和 
刚绕 M 周=凡和/?=队，则从相平 面中乂 u 外面出发的所冇轨线将向 A 移动. 
从相平面里面部分出发的轨线将趋于不动点（见阉 11.6.6). 因为环域朌理在这 M 也 
适用于映射在*4,上的限制，由此得知在内稳定不变闭曲线的存在性.用类似的 
理山考虑逆映射.可证明在乂 u 内部的不稳定不变闭曲线的存在性，它将稳定不变曲 
线的吸引盆和不动点分开 • 



围 11.6.6 在 /*€ Da 时，里面的环不稳定，外面的环稳定. 

定理 11.4 本质上显示在由 A 和/： 2 界定的狭窄扇形外，分支性态与平衡态的性 
态没有什么不同（见 11.5 节)：不动点对应于平衡态，不变曲线对应于周期 轨道但 





伴随产生不变面的共娠周期轨道分支 


是，这里从区域 Z> 2 到区域 A) 的转移出现更加复杂的情况.在平衡态情形，区域 Ai 
和 A) 是由直线分开，在这条直线上稳定和不稳定周期轨道重合形成半稳定环.在不 
变闭曲线情形，对应于半稳定不变闭曲线的直线的存在性只在非常退化的情形下才 
有可能（例如，当片的值不依赖于#时，如在截断映射 (11-6.16) 的情形).在一般情 
形，不变闭曲线不与半稳定不变闭曲线重合，而以它们的破裂代之.它们的破裂可以 
伴随包含无穷多个不同周期的不稳定（鞍点）周期轨道的非平凡集的出现.更多细节 
见【371. 

11.7 伴随产生不变环面的共振周期轨道分支 

在这一节我们继续研究周期 轨道的 一对复共轭乘子穿过单位圆 


内 . 2 = P (幻 e *。 ⑷ （11.7.1) 

的分支，其中 MO ) - 1且0 < 0 ；⑼ < ，•我们不考虑强共振，即 W ⑼/ 2 ir /3, 7T/2. 

在上一节我们已经建立了当第一个 Lyapunov 馕不为零时，通过稳定性边界职： 
p ( e ) = 0时会伴随出现二维不变环面（相应的 Poincare 映射对应出现不变闭曲 线〉. 
如果我们对在环面上轨线的性态不感兴趣，我们可把注意力限制在对与职横鉞的电 
参数族的研究上.这时 11.6 节的定理 11.4 给出分支结构的完全描述.为了研究环面 
上自身的分支，我们滿要研究双參 数族. 第一个控制参数仍是 P = />(0 - 1. 作为第 
二个独立控制参数我们选择 u;(£), 即乘子 (11.7.1) 的 辐角. 在中心流形上的 Poincare 
映射在极坐标下写为形式 


片=尺 + «(/i 十 LiR 2 )-¥ 4»1( 尺 , w), 

^ + a; + Hi /? 2 + (il, w) 


(11.7.2) 


1 见 (11.6.4). 形式上我们已经推导了与曲面抓： PW = 横截的余维2 

族 1. 在不变曲线上映射冇形式 


= ip-hu + ni/iV» 2 (v>, M ， + M. w), V?, fiy u ). (11.7.3) 


由环域原理得知（见定理 11.4 证明）对 /i ；> 0,函数0光滑依赖于此外，正 
如我们已经对 狂千 V 的导数所作的，可以验证当 /i — 0时故关于 a; 的导数趋于 
零.由此得知对所有 /i 多0, 0是 u; 的光滑函数. 

映射 (11.7.3) 在 M = 0表示以常数角 w 的旋转，它的旋转数等于因此，如 
果我们选取两个不同值 a ; =⑽和 u; =的，则由旋 f 数关于参数的连续性，当 P 
小时映射 (11.7.3) 的旋转数在 w =吣接近于&在 a ； = W 接近于 

由于导数翌等于 i+0(/i) > 0,当 u; 增加时孕单调增加.因此，对每一个固定 
的小 a 当 w 变化到 A 时旋转数〃单调地变化，假设所有值都是从接近 g 
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的那些值到接近#的那些值变化.闵此，如同周期轨道问题外加一个周期强迫小扰 

动（ 4 . 4 节)，对区间[岩，中的每-一个有理数1/=^,我们有（见图 11.7.1) 从点 

( M = 0 ,w = ~^) 出发的共振区域.每一个共振区域对应于环面上具有频率 M : 7 V 
的周期轨线的%在性.如果1/是所给区间内的无理数，则存在从点 （M = 0 ， W = 2 nu ) 
出发的 Lipschitz 曲线 u ； = h ( M ), 它对应于具有频率比 v 的拟周期机制. 



m 11 . 7.1 m 对額率 - 的明像说明从 w 的有薄值出发的共振楔. 

当 M 足够小时我们详细考虑在共振区域内会出现什么情况 • 选择某个叫 
并将映射化为直到 w - 1次项的规范形.假设 / i 伉小且 u ； 接近于吻，我们可 
以%导类似于公式 （10.4.19) 的表 达式： 

tD - a + Mje 4 " (w (l + 2P £ V p + I > p | u ;| ap ) + Q , n - i(^) N - 1 J + o(ld 

V 、 P>1 (11.7.4) 

其中 u ; = A + i : r 2 . 在极坐标下上面映射可写为 

= (1 + fi)(R + LW + … + L P R 2P+l H AR^- 1 cos(N<^ + a)) + o{R N ^), 

^ = ^ + a ; + ni« 2 + ••• + ilpR 2P - AR N - 2 8 in ( iVv ? + q ) + o { R N ~ 2 \ 

(11.7.5) 

其中 C 1 ^ = P 是不超过 f ( f ) - lj 的最大整数， 二和 A 是 m 和以的光 

滑 函数. " 

定理 11.5 设 la / 0和4 〆 0. 则对小的 / i 对应于旋转数#的共振区域的 

形状是宽为 i # i | (/ v - 2,/2 阶的楔形，它在点 (/i = 0 ,w = u ^) 与直线 a ； =吻+ ^■相 

切.如果 M 充分地小，则映射在楔内恰有两条周期为 W 的轨进：一条是鞍点型，另 
一条当 L , <0时稳定，或者 la > 0时不稳定（汊= 5时，见阁 11.7.2( a ), 11.7.3( a )). 





S 11.7.2 稳定共振环而 t 有 5 对岡期轨道的例子.当用期轨道成对®合并消失时环面变成非共 
叛. 



(•) ⑹ 

阳 11.7.3 在共振区域内 （*0 和在它的边界上0>)有 5 对周期轨进的不稳定环面的例子. 


证明为确定起见,假设第-个 Lyapunov M U 是 负的. 于是当 /i > 0 时存在 
不变曲线.与点 (^ = 0, u ； = u ； o ) 连接的共振区域对应于周期 " 的周期 轨道. 为了求 
这些轨道，让我们推导映射 （11.7.5) 的 JV 次迭代 




特别地， 
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+ + + ■•• + (! + 芦 ) 2 …- 1 )) = MM1 + o^)) t 

L = M(1 + (1 + M) 2 + …+ (1 + /i) 2<y_l) ) = ^ 1(1 + O(ti)) < 0. 
映射 (11.7.6) 的不动点由条件 


R = R , (: 

^ ^ mod 2n (: 

确定.由 （11.7.6) 我们求得下面定义不动点坐标的 方程： 

R= (\ZiS) N 3 〜 + + 咖 ㈣ /2 >， 
其中屯 =+ 不依赖于#将这个表达式代人 (11.7.8), 我们祺到 


(11.7.7) 

(11.7.8) 


Arw + ri ,^ 2 ^ ••• + np ' fr 2/, 


-詰 ( yjQ " a (fticos(~ +a) + £_(，+ <»)) + ♦”) 

由于 u ; 接近于 w 0 , 61得知 ATu ; 接近于 27 rM , 因此最后一个方程可写为 

6 ^ 郁 sin(^ + 7 ) + ^ (N - 2)/2 ), 


mod 2n. 


(11.7.9) 



a + ir - axctan 


ISI, 


2 ttM , ( fti * 2 
…丁 + - 


n P * 2P ) 


^ UJ ^ UJQ 


+ S +o ⑷. 


(11.7.10) 


由于由假设 A # 0, （11.7.9) 中的 0 不为零 • 在这个假设下，如果 M 充分小，则 
方程 （11.7.10) 容易分析.事实上，对小的 " 这个方程的右端在区间 W e 10, 2 峒内恰 
有 N 个极大点和 W 个极小点.因此这个方程 不珂能 有多于个根 • 另一方面，这 
个方程定义映射 (11.7.5) 的周期 iV 轨道： 每一个这样的轨道恰好给出方程 (11.7.9) 
的； V 个根.由此得知根的个数必须是 N 的倍数•因此，或者方程没有根 （ 这时值5 
大于右端的极大值或者小于右埔的极小值)，或者如果在极大值和极小值之间，则 
方程有 2 iV 个根；或者如果《5等于极大值或极小值，则它有 W 个根 （ 右端所有极大 
(极小）值在这个临界情形下都相 等)- 
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令 <5等于 (11.7.9) 右端的极大值然后再等于它的极小值，我们得到当 


于某曲线心和 A ： 2 

S = 土 / V N - 2)/2 + 0 (/ i (N - 2)/2 ) (11.7.11) 

时出现临界悄形.由 （11.7.10) 得知这两条曲线都切于直线 w = 0/0- 它们界定 

宽为 2 Dfi ^- 2 ^ 2 阶 的携. * 

对在这个楔外的参数值方程 （11.7.9) 没有解，但在楔的内部它恰有 2 AT 个解： 


和 


Nffi + 7 = 2irn + arcsin 


( D / i (~_ 2 )72) 


+ 7 = 2nn + n - arcsin 


( iV w _ 2>/3 ) 


(11.7.12) 

(11.7.13) 


(其中 n = 0 ，...，N _ 1). 这些解对应映射 (11-7.6) 的不动点.由于映射 （11.7.6) 的 
N 个不动点对应一条周期 AT 的轨道，可得知在楔内映射恰有两条周期"的轨道: 
一条由公式 （11.7.12) 定义，另一条由 （11.7.13) 定义 • 

微分 （11.7.6), 我们得到这些轨道的 乘子： 


= 1 - f - o ( ti ) < 1, 

p2 = 1 " fzrr (yj^) N 2 >/△? + 渭 cw{N(fi +7) + 0 {^ N ~ 2)/2 )' 

注意轨线 (11.7.12) 稳定， rfii 轨线 （11.7.13) 是鞍点型的 • 

我们已经将到了定理 11.5 论述的完全对应_悄形 M > 0可用类似方法 考虑证 
明 完毕. 

注意，出现在共振楔（有时候称 “ Arnold 舌”）内部的鞍点和结点位于不变曲线 
上 （ L : < 0时稳定 ， M > 0时不稳 定). 由于仅冇的可通过鞍点的稳定不变曲线娃它 
的不稳定流形，又由于仅有的可通过鞍点的不稳定曲线是它的稳定流形，因此在共振 
域内不变曲线是终止在结点的鞍点分界线（若心 < 0则是不稳定分界线，>° 
则是稳定分界线）的并 . T 

在界定共振楔的曲线 （11.7.11) 上，鞍点和不稳定周期轨道结合.这时每一个 
鞍一 结点的分界线 （M > 0 时吸引， Lx <0 时排斥）趋于邻近的鞍-结点，它们一起 
组成不变曲线，如图 11.7.2 和图 11.7.3 所示. 离开共振楔所冇的鞍-结点消失，不变 
曲线保持但旋转数不再等于 2^ M / N . 

在共振楔内部所有在不变环面上的轨线趋 T 稳定周期轨道，这意昧着这里的控 
制机制是周期的.在共振楔的外部，在环面上建立的或者是拟周期机制或者是周期 
非常长的周期机制•两者“在实际上”是不可区 分的. 因此，穿过共振楔的边界…解 
~ 7 注怠，在每个结点舰不变峨与它的找形重合.賊贿, - #賴.不变顏具有有限 
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释为从同步机制向“拍频”调制过渡.这个现象的解释首先由 Andronov 和 Vitt 在 
“平均法”的框架下给出，他们是在研究与探测在外力作用下的 van der Pol 方程 

x - /i(l — x 2 )x + UqX = fxA sinujt 

的同步区域密切相关的问题时提出的，其中 M 《1 以及 wo -U ； 〜 /!(详悄见 12.1 节). 

当 M 在共振区域内增加时，其它具有相同旋转数 M / N 的周期轨进可能也会出 
现.在某些情况下，共振区域的边界在某些点可能失去光滑性，如图 11-7.4 显示的例 
子： 这里共振区域是由两个区域 I ): 和 Z ) 2 的并组成，它们分别对应于环面上存在一 
对和两对周期轨道.图 11.7.4 中的点 Q 和 C 2 对应尖分支.在对应于存在一对鞍 - 
结点周期轨逍的点 S 处，共振 K 域的边界是不光滑的. 



m n .7.4 远离临界《值的共振区域边界 w 近周期轨道的稳定性区域的《部结构概阳. 

当 M 小时定理 11.5 阻止了上述性态.但是，越过了极端临界性的值定理不再成 
立，这时不同共振区域的悄况是不同的.此外，当旋转数的分母斤增加（即当旋转数 
的值趋于无理数）时它可趋于零 • 

事实上，通过给定的分支从光滑映射不动点可产生的周期轨道的数目没有公共 
的上界.如果映射的光滑次数 r * 有限，这个上界估计的不存在性是显然的，因为由上 
一个定理的证明得知要估计在共振区域〃 = M / N 内周期轨道的数目，映射必须化 
为含有直到 ( N -1) 阶项的规 范形. 在这种情形下映射的光滑性必须不小于 (N - 1). 
因此，如果光滑性有限我们只能估计有限个共振区域 

对无穷光滑映射，下面的定理给出类似的结果. 

定理 11.6 设光滑环域映射具有光滑不变曲线,且设在不变曲线上的旋转数是 
无理数.则任意小的光滑扰动可产生无穷多条周期轨道 • 

证明在环域上引入角变 fi f 和径向变量尺作为 坐标. 我们总可以选择坐标 
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使得不变曲线变成圆周 R = l , 因此映射取形式 

<p^tp + g(tp) + (1 — R)G(R, tfi) mod 2k. 

将这个映射嵌入族 

^ S 6 + tp + g(ip) + (1 - R)G(R, <p) mod 2ir, 


(11.7.14) 


(11.7.15) 


其中 <5 是小参数.由于阒周尺 ==1 对所有《5保持不变，映射在其上有形式 


(^ = J + g{ifi) mod 2ir. 


(11.7.16) 


由于在 == 0 旋转数是无理数，又因为 dip / d ^ > 0,故（见4_4节）在== 0映射 
(11.7.16) 的旋转数1/是 <5的严格单调函数.这意味着当 J 变化时值〃⑷取接近于 
以 0) 的所有值. 

选抒 (5 足够地小使得旋转数 〃(<5)是无理数.且不能用“短”有理数很好地近似. 
我们将利用由 Hermann [68] 证明的下面结果： 

如果圆周映射的旋转数是无理数且不被有理数很好地近似，那么存在光滑的变量变 
换将映射变为 旋转一 个常数角度的映射： 


tfi =屮 + 2iru mod 2ir. 


如果对映射 （ U .7.15) 的^ 变鎩作 了这样的变换（不对/?进行)，则在新变埴下 


这个映射取形式 

(p = 2iri/ + «^ + (1 - R)G(R, <p) mod 2n. 


(11.7.17) 


W 此，通过对 K (映射 (11.7.14) 的小扰动，我们 SI 以将不变圆周的映射变换成（在某些 
新变 fi 下）-•个常数角度的 旋转. 如果我们在 ( U -7.17) 中改变一点点1/值使得它变 
成有理数 u = ^, 则在圆周/? = 1上映射变成 


2 nM 

㈣ +丁 


mod 2ir, 


这个映射的 iV 次迭代是 

= + mod 2tt. 

这一个恰好是恒同映射，所有点都是它的不动点，即我们在这里有无穷多个周期轨 
道.回忆 (11.7.17) 是原映射的小扰动，定理 得证. 
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注意到如果圆周映射的 iV 次迭代是恒同映射，则在圆周上的所有点是乘子等于 
1的结构不稳定点.此外，每一点的所有 Lyapunov 量等于零.这是一个无穷退化的 
情形.我们在 11.3 节已经看到为了研究前面- 1个 Lyapunov 萤为零的结构不稳 
定周期轨道的分支，必须至少考虑 fc - 参数族.现在淸楚的是为了在这种情形下研 
究分支，我们必须引人无穷多个参数.此外，由定理 11.5 的证明看到这样的映射可 
用具有无理数旋转数的任意圆周映射的小扰动来得到.闵此，我们可以得出结论，用 
具有周期轨线分支的有限个参数的映射的完全描述去接近具无理数旋转数的圆周映 
射是不现实的. 

因此，产生不变环面的分支与上几节讨论的其它分支有着很大的 不同. 这里，通 
过分支点的有限参数族的任意小变化总可以改变分支集合的结构.此外，增加控制 
参数的个数仅使得分支有更髙的退化性：在双参数族中这样的退化点是在共振区域 
边界上的尖点和“破裂”点（见围 11.7.4). 在二维参数族中它们楚燕尾等等. 

最后，我们指出，在由平衡态产生环的分支与由周期轨道产生二维不变环面的 
分支之间有着 明显的 类似.我们甚 至酊以 进一步想象接下来的从二维环面产生三维 
环面分支，从三维环面产生四维环面等等.质则上具有稳定平衡态的动力系统可发 
展如 下： 当参数变化时通过超临界 （h <0) Andronov - Hopf 分支平衡态失去它的稳 
定性,使榭从它分支出稳定周期轨进.即驻定机制由周期机制代接下来当参数进 
一步变化时，周期轨道再•次失去它的稳定性并出现二频率机制（二维环面上的拟周 
期轨线)，接着轮到它再失去并转变它的稳定性而过 波到三 频率机制，等等不久前 
这样的复杂动力学中的相继发展景象 （ Landau - Hopf 玖象）作为湍流发肢的可能机制 
被提出来，其中适当发展的湍流过程解释为具有独立频率的偌大集合的拟周期运动. 
但珐 f 这样的分支序列事实上是远非典 SI 的.这种稀有情况可用在不冋分支逬路中 
涉及的平衡态或者周期轨进总表示为“孤立”的笮个轨线来解释.这不再是不变环 
面的 情形. 例如在共振 K 域内环面上至少存在两个闹期轨道，一个鞍点型和一个稳 
定轨道. 因此， 我们必须有某些附加的特殊条件使得它们可同时分支产生出一个三 
维环面. 

实际上，类似的分支链通常终止于二（少数是三）频率机制，当参数变化时它转 
变成具有连续频率 谱的混 沌机制在相空间这种混沌情况是通过下面几个步骤产生 
[71 ： PoincaM 映射的不变曲线首先变成不光滑，然后“消失”(见图11.7.5,其中不变曲 
线的消失伴随着同宿轨线的出现，即鞍点周期轨道的稳定和不稳定流形的相交).一 
旦不变曲线消失，在相空间中它的位置被含有可数多条旋转数在 某个区 间内的周期 
轨道的非平凡集填补.在参数平面中这出现在这样的区域内部，那里共振区域彼此交 
叠，如阁 11.7.6 所示.注意.在非共振或者弱共振情形，共振区域的交叠出现在极端 
临界性的有限个值上，即远离原来的环面分支.另一方面，共振 K 域的交费可出现在 
刚刚环面分支以后的强共振叫= f 和叫 | 附近，即共振区域甚至可对任意小 
的 p 就开始交叠. 




• 伴随产生不变环面的共振周期轨道分支 
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我们已经注意到， A 治系统中埘期轨道失去稳定性的问题不可能总化为 P(,incor6 
映射不动点的分支研究.也可能在稳定性边界上周期轨进并不存在，因此 PoincaM 映 
射在临界参数俏没有定义. 

为了研究这样的分支，我们应该了解当接近稳定性边界时调期轨道变化的极限 
集的结构.特別，这样的极限集可以是鞍点的或鞍-结点平衡态的同帘回路.在另一 
个分支饭象中（称为“蓝天突变”）周期轨进趋于由鞍-结点周期轨进的同衍轨进组 
成的集合.这一章我们考虑鞍-结点平衡态和周期轨进消失时相应的同宿分支.注 
意，我们并不将我们的注意力仅限于周期轨进稳定性边界的问题，也将考虑二维不 
变环面和 Klein 瓶的产生，以及简短地 W 论它们通向混沌的道路. 

12.1 鞍- 结点平衡态的同宿回路分支 

考虑 („ > 〖）中 C* ( r ^ 2) -光滑动力系统的笮参数族.假设当参数为零 
时系统在职点有非粗平衡态，它的一个特征指数等于零，其余 n 个指数位于虚轴的 
左边.我们还假设平衡态是简单鞍-结点，即第一个 Lyapunov ffl 1 2 不为零（见 11.2 
节).不失一般性，假设 Z 2 > 0. 

我们还假设这个族与具有简单鞍-结点的系统的曲面横截相交.因此在原点附 
近这个系统可写为 


x = + + G{x,n), 

y = [A + h(x, y, n)]y 


( 12 . 1 . 1 ) 


12.1 IS -结点平衡态的同宿回路分支 


(见 11.2 节公式 （11.2.2) 和（11.2.12))，其中 /i 是数量参数 .a: € € R n . G = o { x 2 ) 

关于; r 是 （T 类的，关于 /x 是 C^ 1 类的， /i 是在（: r = 0，y = 0，/i = 0> 为零的 C^ 1 
- 光滑 函数， 矩阵4的特征值严格位于虚轴的左边. 

从 11.2 节冋忆，在 /i = 0系统 (12.1.1) 的原点邻域被用方程 x = 0 局部定义的 
非主流形划分为两个 区域： 结点区域和鞍点区域.在结点区域内的所有轨线当 
i-+oo 时都收敛于点 0. 在鞍点区域内的所有轨线除了一个以外当 t — 土00时都 
离开原点的邻域. 时进入 O 的这单条轨线是不稳定分界线 r. 当 t 增加 

时 r 也离开0的邻域， 

假设当 f 进一步增加时，分界线 r 从结点区域回到鞍 -结点 o 的邻域，如图 
12.1.1 (b) 所示. 

由我们的假设得知， r 双向渐近趋于 o, 即当 t — ±oo 时趋于 a 换句话说，轨 
线 r 同宿于 a 并 ruo 是闭曲线，称它为鞍-结点同宿回路 • 

我们将在下面证明，可以选择同宿回路的小邻域 v% 使得对所有小的 m ， v 中点 
的向前轨线将永远停衔在那里.此外，在^ = 0, v 中的所有轨线当 t 增加时都进入 
结点区域，且在极限 t — +OC 时它们都收敛于鞍-结点. 

当 m < 0时，鞍-结点分解为鞍点 o,(x = = 0) 和结点 o 2 (x = 

r ㈧， v = 0)，其中 P 〜 ± yf ^ (AL n .2 ^).鞍点的稳定不变流形由方程 
1 = 1+ 兄部定义.不稳定流形由方程 y = 0 W 部定义.点将不稳定流形分 
为两条分界线，一条箱个地位于职点的邻域内（它足连接点 A 和0 2 的轴 y = 0的 
线段).另一条分界线从这个邻域 跑出. 由关于参数的连续依赖性，分界线沿 W 回路 r 
从结点 o 2 这一边回到原点•显然 V 中的所有轨线除了在鞍点 Oi 的拉定流形％, 
中的轨线以外都收敛于认，如阁 12 . 1.1 ⑷所示. fi >0 时的轨线性态由下面定理描 
述. 

定理 12.1 具有同 宿回路的鞍-结点平衡态的消失导致产生周期为〜 ^ 
的稳定周期轨道％,它吸引V中的所有轨线（见图 12.1.1(c)). 

证明我们构造两个与系统轨线横截的截面（阁 12.1.2) 

S Q : x = -d ， ||y|| < d 


和 

5i : * * d, |yl < d t 

其中 d 选择适当小，使得在 /i = o, 回到点 o 的分界线 r 与冼相交（这总可以办到， 
因为 r 进人 o 时与轴 y = 0相切). 

由连续性，所有从&上充分接近 r 与次的交点 Ml (x = d,j/ = 0) 处出发的轨 
线回到原点的邻域，并在点 Afo = rn^o 附近与5 0 相遇. 选择小5 > 0,并构造由从 
5l 上满足 jy| < <5的点出发并终止于 So 的轨线段组成的管子考虑由 W 和被 
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(b) ⑷ 

m 12.1.1 具有同衍轨线的鞍-结点平衡态的分支次序 :(》) 在分支前 .(b) 在分支上 ,（C) 在分支后. 



m 12.1.2 在鞍-结点平衡态 o 附近选择两个与网宿回路 r m 截的截曲 5 0 和的. 

曲面 So, &门刪 < *5} 以及||*1 ^ d , ||y|| = d - (x4 ~ ^ — } 围成的锥台 Vo 组 
成的集合V，如图 12.1.3 所示.我们假设引人的 y 坐标使得 (12.1.1) 中的矩阵4是 
Jordan 此外，对角线以外的元素如果存在则都充分小.如果^小，则 （12.1.1) 中 
的函数 h 在 V 0 的其它处也充 分小. 因此对 V 0 中的轨线下面的估计 成立： 

glly ⑴ IK - 場 (011 ， （ 1212 ) 
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m 12.1.3 由于沿着 W-(y - 方向）强压廉，对所有小鞍-结点附近的轨线用开通过截面的 
的锥台 V 0 . 因此， Vb 和管子由从负开始的整个轨进段组成）的并界定从附近开始的所有向的 
半轨进. 

其中0 < A < maxi Re A 儿 A lf -- 是矩阵 4 的特征值(见定理 2.4). 应用 （12.1.2) 
可以证明如果足够小，则对所有小 /i, 系统 (12.1.1) 的向 3 场在 Vb 的边界上的每 
一点处或者指向％的内部，或者（在&上> 指向％的内部•由于 Vi 由整条轨线组 
成，系统的向 M 场与 W 的边界处处相切.于是，在边界的每一点向虽场或者与边界 
相切地接触，或茗指向V的内部.因此所有从V附近出发的轨线必须进人V而永 
不离幵它. 

x 的值对 /i > 0 在％ 内无处为零.因此从办开始的任何轨线当时间增加时 
必须到达然后将进人管子 W 并回到％.由此得知映射 T .. S Q — S Q 对所存小 
ti> 0 有 定义： 这个映射是沿宥系统轨线的映射 7b : 5 0 — 5〗和乃：的 — 私这两 
个映射的赍加.我们将称 ib 为局部 （迕 通）映射 ，: n 为大范围映射 • 

设 如 为5 0 上的坐标， y! 为的 上的坐标. M 然大范 阑映射 对所有（不必是正的） 
小 p 有定义.由于从 &到知 的飞行时间有限， 奶关于 V〗的导数对所有小 M 都 
保持有界. 

我们证明兒部映射是压缩映射，且当 /i — 0时这个压缩变得无 限强设 
y(t,y 0 ,fi)} 是系统 (12.1.1) 在 t = 0时通过 5 b 上的点 （a： = -d,y 0 ) 的轨线.注意山 
于（12丄1)中的 i: 不依赖于V，可得知 x(t^) 也不依赖于 IA). 因此由条件 

= d (12.1.3) 

定义的从 Sd 到 A 的飞行时间 t •仅是 m 的函数在 M = 0,任 何从知 出发的轨线 
都趋于鞍-结点，即它停留在 Vo 内无限长 时间. 因此，当 M — +0时 r(n ) 趋于无 

穷. 

为了对 f 得到更精确的估计，我们指出由 （ 12.1.1) 和 （ 12.1.3) 得 


«•= 


-d ^ 


dx 
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由此得 

映射 7 b 由公式 




定义. 

我们证明 

nail— 

事实上，微分 （12.1.1) 我们得到 


(12.1.4) 

(12.1.5) 

( 12 . 1 . 6 ) 


由于 / i 和％ y 在％内各处都小，又 W 为4为非对角线元索都很小的 Jordan 形，我 
们有类似于 （12.1.2) 的 估计： 


盖 Ifel 卜 - Hlfell. 

积分最后这个不等式得到 

l£ll--iaL 


或者，由于 ( dy / ayo )\ t . o 是恒同矩阵，我们有 

利用变换《 = r (/ i ), 得到映射 (12.1.5) 的不等式 (12.1.6). 由于 m — 0 时 f — oo , 这 
个不等式意味着当 / i 小时映射 7 b 是强压缩. 

由于局部映射的压缩性可使得任意强而大范围映射的导数打界，叠加映射 T = 
T 0 oT , 对所有小的 M 也继承了局部映射的 压缩. 于是由 Banach 压缩映射原理 （3.15 
节）得知，映射 r 在知 上有唯-稳定不 动点. 由于这个映射是沿着系统轨线定义 
的，故系统在 V 中有稳定周期轨道，它吸引 V 中的所有 轨线. 这个轨进的周期是两 
个时间的相 加：从灸到& 局部转移的 M 留”时间《•和从^到冼的飞行时间. 
后者对所有小;1总是有限.现在由 (12.1.4) 得知稳定周期轨道的周期以阶〜 

渐近地增加.这就完成了证明. 

定理 12.1 的证明也可以用到退化鞍-结点的悄形: 1 事实上在证明中我们没有 
地方用到 h / 0. 仅仅用到一个重要性质，那就是当趋于稳定性边界时从一个截面 
— 1 在包含賴雜龄个的这种悄形下,關賴渐近綠式是不同的. 




12.1 鞍-结点平衡态的同宿回路分支 


到另一个截面的转移时间无限地增加，而这可从在边界自身上所 有从灸 开始的轨 
线都收敛于鞍结点，因此停留在％内的时间必须无限长这事实得知.具有同宿回 
路的退化鞍-结点的分支图与它对局部分支（例如在情形 k # 0时，这是燕尾，如图 
11.2.14 所示）的相同，那里稳定周期轨道出现在区域 A ) 内. 

鞍-结点同宿回路的极限环分支首先是由 Andronov 和 Vitt 在他们研究具有 
小周期外力在1:1共振的 Van der Pol 方程 


x — fi(l — x 2 )x + UqX = / ii 4 sinu ;( (12.1.7) 

时发现的，其中 p 《1且 k M 〜 /i ( 在 M = 0这个方程描述频率为叫的调和振 
子，在零频韦去请，这正是1:1共振).在极坐标 ( flcos ^ = ^ x , Rs \ n ^ = x ) 下方程 
(12.1.7) 有形式 


= H am (fi 


- u；o +// cos I 



H 2 cos 2 <fi 


) sinp ). 


0卜 (卜 ％, 

令中 =w + u ； t . 再作时间变 M 变换 t 我们得到 

片 =^cos (4» — ^) - 会 cos«l» 

- 七 KO, 


( 12 . 1 . 8 ) 


其中是由小参败标准化的去进频率. 

Andronov 和 Vitt 分析了平均系统 

A= 一会— 以卜爲)， 

2 2 V 4W ?； (12.1.9) 

= -6 + ^ sin 4», 

这个系统是由 （12.1.8) 用它们的平均量代替（频率> g 的） 快振动项得到的.当 
,4 = 0时这个系统容易分析：它有在原点的排斥平衡态，并且所有轨线都趋于稳定 
极限环 H = 2 w 0; 在 (5 = 0极限环退化为单个由平衡态稠密充满的 不变圆 周对小 
A >0, 排斥平衡态保持，但在这个圆周上所有其它点中只有两点保持_‘它们是鞍点 
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和结点，两者都存在于区域 D : 4|«5| a；o < 4 内.由展为 4 的幂级数，可以证明对小的 
>1系统仍有围绕原点的不变 曲线: 在共振区域 D 之外不变曲线是极限环，在 D 内它 
由走向稳定结点的鞍点分界线连接所组成.在区域£>的边界上系统有貝■有分界线 
回路的鞍-结点. 

借助于原来变贵# =中 - wt ， $的驻定值（系统 （12.1.9) 的平衡态）对应于与外 
力频率相同的振动机制.中的周期振动 ((12.1.9) 中的极限环）对应于二频率机制•因 
此，从鞍-结点同宿回路的极限环的上述分支录象刻圃了方程 （12.1.7) 中从同步化 
到拍频调制的对应路径. 

这个分支对二阶系统的推广是由 Andronov 和 Leonlovich 研究的.他们的证明 
本质上用到平面系统的 特征. 我们对定理 12.1 的证明接近于 L . ShUnikov 在 [130! 中 
对岛维 悄形的建议，其差别是我们将在原点附近的系统化为形式 (12. M ) 从而简化 
了计算. 

注意定理 12 . 1 对分界线进入结点区域的边缘，即 r c w 时仍成立.但是，在 
这种悄形下完全的分支分析要求额外的控制参数其方法介绍如下.我们 ® 立联边 
同宿回路 r 的截面 So , 即我们 定义灸 = ||| y || = d，W ^ 如图 12.1.4 所示.在 
分支点，分界线 r 交 So 于某点 M ) € wv 因此，对任何坏近的系统，大范闹映射 
7\ 是由从 & {:r = djyll < 开始并在 M ) 附近与汾相交的轨线定义•设£是截 
而^上点 Af e = T^yi = 0) 的 i - 坐标.我们将 e 作为额外的分支参数处理 显然 
在 /i = 0,当鞍结点仍存在时，点是分界线 r 与 S 0 的交点.因此 j = 0对应 
于联边同宿回路；在 e < 0分界线进人结点区域 U —般的同宿回 路保持 ，如阁 12.1.5 
所示. 



(a) (»>) 


图 12.1.4 ( a ) 二维情形和 （ b ) 商维情形中非 横截同 宿回路 r 的截面的选择. 

如前，参数 M 控制鞍-结点 0 的局部分支： /i>0 时它消失，但在 M < 0 它分 
解为鞍点 0^,6) 和结点 0 2 ( n , e ). 
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^>0 ‘<0 
m 12.1.5 在联边分支前 （c < 和后 （e > 0) 的不稳定分界线的性态 


如同在定理12.1，容易构造联边同宿回路 T \ JO 的小邻域 V ，使得对所有小 m 
和 V 内仟何点的向前轨线以后仍停留在那里 • 

定理 12.2 (Lukyanov [ SS ]) 在 (£, p ) - 平面的区域 /i <• 0内.存在对应有鞍 
点认同宿冋路的曲线^ h hom ( n ) - y ®. 在区域 {// > 0} U{f >如麵⑻}内，系 
统有唯一稳定周期轨道^ t - +oo V 中不趋于平衡点的轨线》于 △ (见 R 9 
12 . 1.6 中的分支图). 
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证明如在定理12.1，这个问题可化为对映射 r = 。几的研究，其中: 
5, ^5 0 是大范围映射 . ％是局部映射.对 m > 0,映射 7b 对灸上的所有点都有定 
义.容易看到，对 p < 0,局部映射对: r > x^Ui,s) 有定义（从I = 2^开始的轨线位 
于 A 的稳定流形内，从 z < Z+ 开始的轨线趋于0 2 .回忆 是鞍点 Ch 的坐 
标) • 

我们证明映射： T。 是强汛缩.事实上，将系统 (12.1.1) 表示为形式 


dy ^ A^hjx^y.^e) 
dx ~ p(ar,/i,f) 


( 12 . 1 . 10 ) 


其中我们记 


x^g{x,n,E). 


( 12 . 1 . 11 ) 


显然，对 p > 0成I > f 有 p > 0,因此 (12.1.10) 在我们感兴趣的区域内有定义. 

设 {/( do , 1/m €) 是 ( 12.1.10) 在 x = x 。 hk y : yn 开始的 轨线. 必须证明在 x = d 

有很小，只要 M 和: r 0 都很小. 

抑0, 1/0) 


^ U= d(^y 


微分 (12.1.10), 我们得到 




其中 t •是 (12.1.11) 中从吻到 a: 的飞行 时间. 对闶定的 x - d, 这个时间显然当 
^^0,x o -0 时趋于无穷.因此，这意味着乃事实上是强扭缩. 

如前，由于映射 r 0 是强压缩，映 r = T . oTo 也是强压缩.当 p > 0Bt 映射 
t 在 So 处处有定义.因此，由压缩映射原理得知映射 T 有唯一稳定不动点 •映射 r 
的这个不动点对应系统的周期轨道，这对悄形 M > 0给出了 定理当 M < 0时， r 的 
定义域由曲面 L :{x = x + ) 界定，即由鞍点 a 的稳定流形（/X = 0 时鞍-结点 o 
的强稳定流形 } 界定.当点 A/ e &从 I > 这边趋于 s 时，俅： TM 趋于点 

( 0 l 的分界线与知的交 点). w 此，由连续性，我们可以假设曲面 S 在映射了作用 
下的像是单个点 

这个情况完全类似于我们己经研究过的鞍点同宿回路，它将在I 3 . 4 节详细考虑 • 
那里（引理 13.4) 我们证明所考虑的一类压缩映射有稳定不动点，当且仅当定义域边 
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界的像的单个点位于定义域内.因此我们的系统有稳定周期轨道当且仪当点 M e 位 
于区域2： >1+内. 

我们已经找到稳定周期轨道的存在性区域是由条件 e > x + (/ i , e ) 给出，显然它 
可重写为形式 e > / ihom ( M ), 其中光滑函数 h hom 有如 ys 的渐近性.区域的边界 
对应于 E 上的点 Af e , 即对应于 A 的同宿回路.证明完毕 2 

注这个论断在退化鞍-结点的联边同宿回路情形也成立（要作明 M 修改)•在 
这种情形下 / i 是参数向 M (向屋维数等于零 Lyapunov M 的个数加1)，额外的分 
支参数 e 的引人如前.当桉-结点消失（按我们的记号 M e D 0 ) 或者当 M ¥ A >， 
e> h hom M 时稳定周期轨道存在.这里，曲面 e = h h om(M) 对应于“边界”桉点平 
衡态 Oi 的同宿回路，如阁 12.1.7 所示 • 



m 12.1.7 由 ifi 化鞍- 结点联边 Mfc •回路分支产生的埘期轨进的绝记性区域的边界对 W 于"边 
界" 鞍点平衡态 o , 的同帘回路. 
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考虑在 P = 0有鞍-结点周期轨道 L 的 n 维 - 光滑 （r > 2) 的单参数系统 
族.假设 p 是局部分支的控制参 数丙此 （回忆阁 11-3.7), 对 M < 0,存在稳定周期 
轨道和鞍点周期轨进，它们在 /i = 0 合并为一条轨道 h 局部不稳定集同胚 
于半柱面 IT x S 1 . 轨道 L 也有强稳定流形 VVJ •，它将 L 的邻域划分为鞍点 区域和 
结点区域.当 M > 0时鞍-结点消失，所有轨道 都离开 它的小邻域.注意当 M-+0 
时通过该邻域所需的时间趋于无穷. 

我们固定的假设是在 /i = 0, 所有在内的轨线都回到结点区域， 2 且当 《 — 
+ oo 时趋于 

因此，％是紧集（由定义它包含 L) •设 U 是％的小 邻域. 显然在 M = 0,所 
有在 U 中的轨线当 t — +OC 时趋于 L. 当/X < 0时, (/ 中的轨线趋于当 L 分裂时出 
现的稳定周期轨道之一.我们感兴趣的问題是当 M > 0时在中将发生 什么？ 


2 特別地，=及 
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正如我们已经指出过的，这种性质的问埋早在20世纪20年代已经出现，它与 
从同步机制过渡到调制现象相联系.这个分支的严格研究早先出于⑶，其中假设具 
有鞍-结点的动力系统或者是非自治系统但周期地依赖于时间，或者是自治系统但 
具有大范围截面（至少在所考虑的相空间那部 分). 因此，问题化为在截面上单参数 
C r - 微分同胚 （r > 2) 族的研究,它在 /i = 0有鞍-结点不动点0,使得鞍-结点的 
不稳定集中的所有轨道当迭代次数趋于 + oc 时都回到鞍-结点（见图 12.2.1( a ) 和 
(b))- 



⑷ ⑻ 


W 12.2.1 鞍-结点不动点的不雄定*形可以是光滑曲线 （*), 或荇 是不光滑曲线 （ b >. 在后 
一情形，当在 VV - 上的点从结点 K 域到达 O 时切向供振动而没冇极限. 

回忆鞍-结点不动点或希周期轨逬有一个乘子等于+1，其它乘子位于单位脚 
内.不动点附近的微分同胚 （ Poinca ^ 映射）可以表示为标准形式： 


y = \A + h(z, y, fi)\y, 
x = x + o(x,/x), 


( 12 . 2 . 1 ) 


其中 a : € R l ,y e A 是矩阵，它的特征值严格位于单位圆内，且 


h(0, 0, 0) = 0 ， p(0,0) = 0 ， <(0, m) = 0. 


这里中心流形由方程 y = 0 定义. 曲面 { a : =常数 } 是强稳定不变叶层的 
叶片.特別地, z = 0是 O 的强稳定流形的 方程. 在/! = 0,函数 g 上映射的非 

线性部分） 在 : r = 0 有严格极值.更确切地说,我们假设它是极小的，即当 X / 0时 
^,0)>0.因此，在截面上的鞍点区域对应于 x >0, 结点区域对应于 a ： < 0.由于 
/i > 0时鞍-结点消失，故对所有充分小； r 和所有小正数 M 有 g ( x , fi )>0. 
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若 ^(0,0) ^0,则鞍-结点是简单的.在这种情形下 (12.2.1) 的第二个方程可 
写为形式 

i = x + /i 4 - ,2 工 2 + • • • , (12.2.2) 



由假设，大范围不稳定流形回到结点 K 域，即它组成闭不变曲线.这条曲线 
处处光滑，除了可能在点 O 以外.亊实上，由于在结点区域沿着 Z - 方向的压缩率小 
于指数，它比 y - 方向的化缩弱得多.因此，任何与强稳定叶层横截的曲线段，当向 
前迭代在它趋于点 O 时变成与 y = 0 相切.同时，如果不变曲线在某一点切于强稳 
定叶层的叶片，则它将在这点的所有向前迭代处切于叶层（因为叶层是不变的).因 
此，任意接近 O 时，不变曲线上有点其曲线的切线与 {V = 0} 之间的交角保持有界 
且异于零. 

因此， 

大范围不稳定流形处处光滑（包括0)，如果它在结点区域与强稳定叶层播截， 
如图 12.2.1 ( a ) 所示，以及它在 O 不光滑，如果它在篥轨道上的点处与强稳定叶层 
相切，如图 12.2.1( b ) 所示 • 

特別地，光滑悄形对应于具冇鞍-结点平衡点的同衍回路的自治系统的时间 
周期小扰动（见上一节).麥实上，对沿矜自治系统轨道的常数时间的移位映射，平衡 
点变成鞍-结点不动点，同宿回路变成光滑闭不变曲线，但是，与的横截性 
W . 然在小光泔扰动下得到保待. 

非光滑悄形出现在，例如，当接触强稳定流形 B 夂如围 12.2. 2 所示.后 
者可依次通过对具冇鞍-结点联边同宿问路的系统的时间-阓期的小扰动来份到 
(见上一节).一般地，关于，二的非 横截性 在小光滑扰动下也得到保持（就足 
说，如果 VV - 与对应的叶片之间的切触是二次的) • 


图 12.2.2 鞍- 结点不动点的不稳定和强稳定流形的非^截切触坷由具有鞍-结点平衡态联边 
同宿回路的系统的时间周期小扰动得到，如图 121-4 所示. 





第 12 章鞍-结点平衡态和周期轨道消失时的大范围分支 


在截面上 Poincard 映射的闭不变曲线是二维不变环面％与截面交点的 
轨迹.如果不变曲线光滑，则环面光滑，否则它不光滑.如果原来的非自治系统没有 
大范围截面，则如我们在下面将讨论的，的其它形状也有可能.例如，它可能是 
光滑或不光滑的 Klein 瓶阆. 

定理 12.3 ( Afraimovich-Shilnikov [3, 6)) 如果在 # = 0 鞍-结点的大范 
围不稳定集 L 是光滑紧流形（环面或者 Klein 瓶)，那么光滑闭吸引不变流形7；(分 
別为环面或者 Klein m .) 对所有小 M 都存在. 

不变流形连续依赖于 / i . 当 /i = 0时，它与 IVf ® 合.当 /i < 0时，它是鞍点周 
期轨道 L -( n ) 的不稳定流形和稳定周期轨道 L +(# i ) 的并（其中 L ^) 是鞍-结点 
分支出来的周期轨道 3 ). 在环面悄形，对 M > 0, 在卩上 Poincard 旋转数当 /x — 十 0 
时趋于零.因此，在//轴上存在无穷多个（当# — 十 0时实践中是不能区别的）共振 
区域，它们对应于％上具有有理数旋转数的调期轨道•以及 P 的无理数值的无穷集 
(典型的 Cantor 集)，对此％上的运动是拟周期的. 

在证明定理 12.3 之前,让我们史详细地研究^的大范围结构•在 L 的小邻域 
内引入法坐标（见 3.10 节), 使得在 L 附近，系统取形式 

V = A ( fi)y + H ( x , y , ( fi ； n ), (12.2.3) 

x = G { x , y , m ). V 5 = 1. (12.2.4) 

其中和 G 以及它们关于 ( i , y ) 的一.阶导数在 (y = 0 ,x = 0 ,/x = 0) 等于零•矩阵 
^的特征值严格位于虚轴的左边.这里 W 6 !0,11坫角变&,曲面 p = 0和 p = 1假 
设是按某个对合黏合，即改变向 M v 的几个分设的符号（适当选取这个对合使得系 
统的线性部分与 f 无关，而不失光滑性；体情见 3.11 节) • 

我们还假设中心流形 VV C 已经局部直化，故它有形式 {y = 0}. 相应地， 

H\ v= o = 0. (12.2.5) 

接下来，我们直化强稳定不变叶层.叶层的叶片是 h = Q { y ,^ x ' tt x ), ^> =常数 } ，其 
中 〆 是叶片与中心流形的交点坐标： Q 是 C 〜 1 - 函数（它关于1/是 C r - 光濟的). 
直化是通过坐标变换来得到，它将不变叶层变为形式{工=常数 ， P =常数 }• 
因此，方程 (12.2.4) 变成与 y 无关，系统变成 

y = ( 12 . 2 . 6 ) 

x = = 1 - (12.2.7) 

由构造，新函数 G 在 {y = 0} 与原来函数重合且仍是 C ” - 函数. 

3如果鞍-结点不是简承的,那么^ /i < 0时珂有多个銨点和稳定周期 轨道. 在这种情形下 A 
是所有周期轨道和它们的不稳定流形的并- 
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在新坐标下，强稳定不变流形 Wf 是曲面伶= 0丨，结点区域 c/_ 现在对应于小 
的负I：，鞍点区域 C/+ 对应于小的正 z. 

我们已经叙述过不变叶层是 c- 1 - 光滑的.此外，可以证明，对鞍-结点情形， 
叶层实际上是处处 C” - 光滑，除了对/! = 0在上时 [140 j . 将 (12.2.4) 化为 
(12.2.7) 的坐标变换有相同的光滑性. 

选择小正数和考虑流的两个截面（它们都是 （n - 1) 维环体 ） 灸：== 
-d -} 和 S 1 :{x = < t }. 由假设，在// = 0 (丙此，在所有小 /i)，W 上的轨线在有限 
时间内回到结点区域 C/- = {I < 0). 因此，流定义微分同胚7\ (大范围映射)，它将 
交线: {y = 0} = W^n 负的小邻域映 为为. 这个映射有形式 


yo*p(v»i.yi ； M). 

' Pq = 9(^1. yi；M) mod 1, 


( 12 . 2 . 8 ) 


其中在灸和负上的坐标分别记为（列, Vo) 和 （vn,Vi ). 两个 C •-光滑函数 p 和 
<7(modi ) 关于 p 是周期为1的周期承数 
闭曲线 


I* = T x r : {yo = p(v»i,0;0),v> 0 = <7( 灼， 0;0) mod 1} 

足 和私 的交线.注意，函数^可以写为形式 

+ g 0 ( VM ；; M )， （12.2.9) 

其中的周期函数•整数 m 定义在 S 0 内 Z + 的同伦类 （ m 的符号确定 Z + 关 
于广的定向).如果相空间的维数 n 大于3,则 S 0 至少是二维而整数 m 可以是任 
意偵.在 R 3 中，鉞面 S 0 足二维 环域.由于沪 不能有自交点，可得知只在这种悄形 
下才有可能 m = 1 和 m = 0 (如果 m = - 1,则是 Klein 瓶，故在 R 3 中这种悄 
形不可能出 现). 

注意，集合 W ；； 的结构完全决定于与 L 从结点 K 域这边的连接方式.由于 
交线卩=町门知是中的 | m | W 曲线，在 m /0, 与任何化=常数 } 

类邸截面的?5是由在点 {：r = 0 ，y = 0} = Lo 门{屮=常数 } 黏合的 | m | 片组成，如 ffi 
12.2.3 所示.在 m = 0这个交是凝聚在伽= 0, v = 0} 的圆周序列，见围 12.4.1. W 
此,对应不同 m 值的，的样本彼此互相不 同胚. 此外，在 | m | / 1，对 L 上的任何 
点，它在％中的小邻域不同胚于圆盘，即在这种情形下 Wf 不是流形 • 

我们将在 12.4 节研究与“蓝天突变”问®相关的 m = 0 的 情形. 在情形 | m | 彡 
2，当鞍-结点消失时产生无穷多个鞍点周期轨道（见定理 12.5), 此外，这里其至可 
能产生双曲吸引子（见 1139]), 我们在本书中不准备讨论这类分支. 

如果 m = 士1，则是流形.如果 m = l , 它同胚于环面；如果 m = -1，那它 
同胚于 Klein 瓶.正如已经指出的，这个流形可以光滑也可以不光滑，取决于^与 
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m 12.2.3 鞍-结点埘期轨道 L 的不铯定流形 W 7 与类环 体截面 So 的交在情形 m « 2 时的结 
构.交的迹线是绕两圈的曲线/ ♦. 因此，它与办中的每个等位面 W =常数，以及鈸面5:{^ = 0} 
中的毎个等位面 : t «常败至少冇两个交点 • 

强稳定叶层是否处处横載相交.当 i 和 0 与 V 无关时（见 (12.2.7)),^* 在截面 
So 上的叶片是 （超〉 平面代=常数.交尸=州2；门灸表示为 { j/o = P (灼,0,0)，列= 
9 (糾， 0 , 0 », 其中 ( p , q ) 是大范围映射 Tn Si ^ So 的右端（见 (12.2.8)). 因此，町 
与尸 • 的横級性成立，$且仅当 



( 12 . 2 . 10 ) 


这个不等式以及要求 | m | = 1是定理 12.3 中条件的解折形式 • 

这个定理的证明基于将问题化为圆阓的某个映射（下面称为“本质映 射”） 的研 
究.事实上，这个约化是在与 m 的值或的光滑性无关的情况下进行的，我们的 
下面两节就以此为基础. 

正如在 12.5 节解释的，我们可以在 （12.2.7) 由假设 

= 0 . ( 12 . 2 . 11 ) 

# i =0 

换句话说，在 g = 0,方程 (12.2.7) 的右端61以（用适当的变最变换）使得与 P 无关， 
因此它可取 " F 面的自治形式 

i = ^ (x), ( 12 . 2 . 12 ) 


dG 

dip 


其中呑(0〉= 0 ,歹⑼= 0 .如果3：声 0 ,则列; c ) > 0 . 注意，函数吞 ( a ：> 由中心流形上的 
Poincaxc 映射的非线性部分 g ( x ，0) 唯一确定 [见 （1 2 . 2 .1)].在|1 4 0】中已经证明，将系 
统 (12.2.7) 化为在 M = 0的自治形式 (12.2.12) 的变换在 x / 0是 CT 的. 因此，经过 
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这个变换以后，系统 （12.2.6) 和 （12.2.7) 在 :r / 0是 C — 1 - 光滑的，但任何两个与 
{x = 0} 不相交的截面之间的流映射仍是 CT - 光滑的. 

-旦我们固定坐标使得系统在中心流形上当 M = 0时取自治形式（12.2.12)，我 
们就可以定义本质映射 

/M s m ^ + «7 o (^0;0). (12.2.13) 

由构造，这个映射求得 如下： 应用映射到局部不稳定流形州匕=与 
截面& 的交线，然后沿着强稳定叶层的叶片将俅投影到中心流形上.这个投影是在 
5 0 上作的，它位于叶层唯一确定的结点区域内（见第5章).因此,一 M 截面&和的 
选定，本质映射就唯一确定，中心流形上的按模的坐标变换保持系统自治（中心流形 
在结点区域不唯一，但不同中心流形上的系统按它们沿着强稳定不变叶层的投影是 
光滑共轭的.因此,另一个中心流形的选择等价于在所给的流形上的坐标变 换〉. 

亊实上，保持系统在 M = 0 为 （ 12.2.12) 的形式的坐标变换集是相当少的•因为 
新坐标#必须满足= 0, 因此差 ％cw 1沿着系统的轨线必须是常数_ 
特别地，它在 L 上为^•数.现在由于中心流形上的任何轨道当 f — + oo 或 t — -OC 
时都趋于 I ,由此得知在上处处有 < fi MW - p =常数此外，由于（12. 2 .叫中的 
I 方程必须保持自治，我们珥以证明只有变 ft z 的自治变换（与 W 无关）被允许.亊 
实上，疗先考虑在^ = 0是恒同的变换 • 由定义，它不改变 M 部截面 S : {# = 0} 上 
的 Poinca ^ 映射.因此，由嵌人流的唯一性（引理 12.4), 如采这样的变换保持系统自 
治,它不可能改变 右胡孓 由此得知，如果在 P = 0, = A 则： r n _ 的时间发脱和 

x 的时间发展由相同方程控制，由此立刻得知在这种情形下，对所有9有 t 
由于任意变换是自治变换和我们刚刚考虑的一类变换的 蜃加， 这就证明了我们的论 
断 .， 

于是，仅有珂能的坐标变换是 

P — V 5 + 常数， x - X ( x ). (12.2.14) 

对本质映射 ，: r 的这个变换的作用分别等价于从截面灸到 :r = X - H - O 和&到 
x = X ~ l { d ^) 的移位.由于 a ： 的发展是自治的，从截面 h ==常数 } 到这个形式的另 
一个截面的飞行时间只依赖于截面的位苣.并不依赖于在截面上的初始点.因此 ，汾 
或者& 的任何移位分别等价于仰或 A 的刚体 旋转. 最后我们得到 

引理 12.1 本质映射由系统在 P = 0,按任意附加常数取模和原点的移位唯一 
确定: 

本质映射提供关于大范围鞍-结点分支的大部分 信息. 如我们已经指出的，它 
的度 m 确定^的拓扑类型•如果 |ml = 1，则 W 2 光滑当且仅当 /( W 没有临界点 
(见 （12.2.10) 和 （12.2.13)) .下面（定理12.4)，我们将给出约化定理的确切阐述： 
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当 — +0时 U{Wt ) 中的分支遵循一维映射族 

^ = o ;(/ i ) + /( v >) (12.2.15) 

中的分支，其中 /X - ►十0时 + oo . 

[151] 明显应用了上面约化原理的 | m | = 1情形 .|97 j 中较早的研究本质上基于 
同一 思想. 

对所有小 Ai >0, 考虑系统在截面 S : 上由轨线定义的 Poincar 6 映射 ： T = T 0 oT ,. 
其中7\是由 (12.2.8) 定义的大范闱映射 . 7 b : S 0 — &是对 m > 0在 L 附近局部定 
义的直通映射. 

如同在上一节中，对 /i > 0在中轨线的性态由映射了的性态完全确定. 
由于对 i 和0的方程 （12.2.7) 与 y 无关，局部的直通映射 7 b : ( yo ,^ o )-» ( Vi ,^ i ) 
(对某 C - 函数 vo 写为形式 

yi=Y(^yo^) t (12.2.16) 

屮 1 = 屮 0 + T ( v > o ，/ i ) mod 1. 

7■是从灸到&的飞行时间函 数它足 仰的光滑调期函数.显然当 M — +0时 
r(v?o,/i) -*oo. 

引理 12.2 如果在 /i = 0, (12_2.11) 满足，则汽 /i — +0时 dr/d^fi « C 7— 1 - 拓 
扑下一致地趋亍；. 

在十分一般的条件下，这个引理在 [1401 中有证明，由此几乎立刻得到下面的基 
本定理 12.4. 证明基于冗长的计算，我们在这里就将略了.在某些附加的假设 F 类似 
论断的简筚证明在 12.5 节给出.就是说，假设系统关于所有变链和# i 充分光咐，以 
及鞍结点 L 是简单的.此外，代杵证明 所有异 数都趋于零，仅滿证明足够多的导 
数为零.当然，所有这些并不表示严格的限制. 

记 0/(/4) = r (0,/ i ), 由引理 12.2 我们得到 

t(V?o ， M) = <4m) + oU). 

如果鞍-结点是简单的，则 r 

还得注意，由于 (12.2.3) 中的矩阵乂⑺）的特征值严格位于虚轴的左边，又因为 
由（12.2.5)，对某 C 7- 1 -函数 A 有公 = (A + h)y, 容易证明对某正 A 有 

imic 〜： < 0{e~^). (12.2.19) 


(12.2.17) 

(12.2.18) 


事实上，可以证明 (140] 


|| r || C f *0 当 


(12.2.20) 
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结合公式 (12.2.8), (12.2.9), (12.2.10)，（12.2.16)， （12.2.17) 和 （12.2.20) 得到下面 
的结果 [140). 

定理1：2.4 (约化原理） PoincaM 映射 r = r 0 o 7\ 写为 


y =伽 

= + /( y ?) + y ; / i ) mod 1 , 


( 12 . 2 . 21 ) 


其中当 M — +0 时 w (/ i ) — oo , 以及 0 乂(和它们的所有导数）趋丁-零. 

由这个定理立刻得知，如果本质映射 （12.2.15) 在某个/有粗稳定（不稳定）周 
期轨道，则存在凝聚于+0的 / i 值的区间序列知，使得差 Mfi ) - A :) 在// G 知保持 
接近于以及在 fieSk 对所有充分大的 A :， 系统分别有粗稳定周期轨道或者鞍点 
周期轨道. 

事实上，定理 12.4 对光滑依赖于/!的系统也 成立： 在这种情形下我们假设 
(12.2.3) 和 （12.2.4) 的右婧关于相变置 的一 阶导数对所有变置和 / i 是 

e - 1 -光滑的. 

我们也假设 L 附近的局部 Poincare 映射单调地依赖于即在 （ 12 . 2 . 1 ) 4 中 


P ； (0;0)>0. (12.2.22) 

在这种悄形下可以证明 . 

g 〆 0， （12.2.23) 

即 u ; 可视为新参数，于是 / i 可考虑为^ 的函数，当 w — oo 时它尥 T 零.可以证明 
H 关于 a ; 的所有导数也趋于零.当敢新叙述弋关于 u » 和艸 的导数时，引理 m 
仍成立.定理 12.4 提供的结论完全相同，即“所有导数”现在也包括关于^的导数 
(见 [140]). 

注意，上面将飞行时间作为新参败的方法仅在低次光滑时才有必要：在证明引 
理 12.3 时对应的情形是窃次光滑性（且鞍结点是简单的),我们证明任意多个关于 
H 本身的导数为零. 

现在，定理 12.3 立刻由公式 (12.2.21) 得到： 由定理的条件我们有 | m | = 1和 
/» # 0,故映射 CJ + 是激分同胚，且容 M 看出，环域原理 （4.2 

节）在此可应用 • 因此对映射 T , 吸引&中所有轨道的 C r - 光滑闭不变曲线 

y = »?(# M ) (12.2.24) 

的存在唯一性对任何^>0被建立.由于这个映射被所考虑的系统的轨道定义，这 
就证明了定理. 

4 当鞍-结点賊侧， (12.2.22) 隨鮮錄触财細具條-结細絲的分支曲面 
的 横截性 条件，它允许在上的 Poincare 映射 巧写为 (12.2.2) 的 形式. 
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由环域原理，不变曲线连续依赖于// (或者当系统关于^光滑时光滑依赖于 
尚定 p = u;(/i) mod 1的任何值使得 u = 1 /+ k , 其中 fc € Z 使得/! -♦ +0时 k —* oo , 
则当 fc->oo 时映射（12.2.21)(按光滑拓扑）有极限 



(fi = u + f (< p ) mod 1. 


(12.2.25) 


因此，映射： T 的不变曲线以映射 （12.2.25) 的不变曲线 {y = 0} 为极限，即 (12.2.24) 
中的函数 rj( 及其所有导数 } 当 M — +0时为零 • 

在不变曲线上，映射 T 可表示为 


<p =： uj ( h ) ±(fi + foM + f \ (< fi \ m ) mod 1, (12.2.26) 

其中 “ + ” （可定向 情形） 对应于环面，（不可定向悄形）对应于 Klein 瓶 . / 0 和 / j 
是 p 的周期函数,且当# — +0时 A 和它的所有导数 © 于零.如果系统光滑依赖于 
,i (以及单渊性条件 （12.2.22) 成立)，则由 （12.2.23) 得知这个映射（当提升到 R 1 时） 
关于是严格单调的. 

因此，在可定向堉形，环面上的 Poincare 旋转数笮调依赖于 M (见 4 .4节).典 
铟地，每一个有理旋转数对应于 M 值的一个区间（共振区域). 在敁简 中的情形下、 
在共振区域内环面上只存在两个周期轨进，一个稳定， 另-个 不稳定（例如，如果 
/ 0 (vP) = sm^ 则可能只冇两个不动点).在不变曲线上的不稳定周期轨逬凫环域（环 
休 )& 的映射 r 的鞍点轨逬,不变曲线是这个鞍点周期轨进的不稳定流形的闭包一 
般地，对不同的函数九,在共振域内可能有任葸多个周期轨道（环面上具相相同个 
数的稳定轨迫和鞍点轨进).在这种情形 T, 不变曲线是所有鞍点周期轨道的不稳定 
流形的闭包. 

共振区域的边界对应于在不变脚闹上稳定和不稳定周期轨进的接合，即对应于 
我们在这里考虑的相同类 S 的鞍-结点 分支. 此外，如果周期轨道多于两个,鞍-结 
点分支可能在共振区域内的参数值处发生•由 Poincard 映射 (12.2.26) 在不变曲线 
上的结构得知， 

如果本质映射 

孕=1/ + v + f 0 ( tp ) 

中的某个值/对应于余维1分支（简单鞍_结点)，那么存在序列 — +0,使得 
w (/i fc ) - /fc — 〆 ， 以及映射 ( 12 . 2 . 26 ) 在// = 外 对所有充分大的 A: 产生相同的分 
支 • 

我们现在考虑当不光滑时会发生什么问题.这个问题首先由[3|研究，那里 

发现不变流形的破裂可能由于在这样的分支开始出现混沌.特别地，在非光滑情形， 

当鞍- 结点消失时产生无穷多个鞍点周期轨道的充分条件（所谓“大叶”和“小叶” 
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条件）由131给出.后来的研究显示这些条件可进一步精简，因此对它们可重新叙述 
如下. 

回忆在光滑情形，流形与强稳定叶层横截相交，每一个叶片与只 
有一个交点.在一般的非光滑悄形，有些叶片有一侧与相切.因此，在结 点区域 
必须有叶片，那里每一个叶片与有几个交点. 

定义 12.1 集合％满足（精制的）大叶条件，如果^»的每个叶片在结点区 
域与至少相交两次（图 12.2.4). 



ffl 12.2.4 大叶条件的几何解鞾——强稳定叶戾的毎个叶片通过与的切割不少于两点. 

借助于本质映射.这个条件转化为对 P 的任何佾，映射 

^ 


至少有两个职像的存在性条件. 

下面的结果是 |31 中对应定理的加强形式. 

定理 12.5 如果大叶条件满足，那么对所有小 / i >0, 系统有无穷多个鞍点闲 
期轨道. 

注意这个定理的成立与 VV 2； 的拓扑结构类型无关（即与本质映射的度数 m 无 
关).显然，当 |ml > 2 时大叶条件总满足，因此鞍-结点的消失在这种情形下总导致 
混纯.闵而，在这一章的余下部分我们将集中研究1，0，-1的悄形 • 

小叶条件原来是在是环面 （m = 1) 时引人的，但对 m = 0和 m = -1 也有 
意义.借助于本质映射，小叶条件满足，如果 
存在 A 和列使得 

/(^i) = /(v^) 
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以及 

(见图 12.2.5). 




m 12.2.5 滿足小叶条件的 /( V >) 的形式. 

定理 12.6 如果小叶条件满足，则在 M - 轴上存在凝聚在的区间序列 
使得对仟何 / i € 系统有无穷多个鞍点周期轨进. 

注怠，在有大叶条件 F 过渡到浞沌和没有它时过渡到混沌的区别是：在后一悄 
形混沌动力学的区间 △" 原则上与系统仅有冇限个鞍点和稳定周期轨进的区间相互 
交锊 [151]. 按照约化说理（定理 12.4), 如果在 U ； 的某区间内，本质映射 

朵 = u; + f{<p) 

只有有限个刑期轨进.这种悄? d 就会出现. 

例如，如果 /(W = f ^ » in 2 叫，那么流形 W 当 C 彡1时不光既但若 

s/C 1 - 1 > 贫 + arccosi, 

则大叶条件 满足； 又 _ x 

s/C 2 - 1 > 开 + arccos — - u, 

则小叶条件满足 且有仍 =1/2,其中 u € (0, ir ) 是方程 x = u + Csmu 的根.显然$ 
( C -1) 充分小时，本质映射在区间< 1内只有一个稳定和一个不稳定不动点， 
且没有其它周期轨道.因此，如果 ( C -1) 充分小，在 P - 轴上存在简单动力学的区 






间.事实上，这样的区间的存在性可容易验证，例如，当 


n / C 2 -! 


+ arccos 


注意上面两个定理仅仅给出鞍-结点消失时出现混沌动力学的充分条件.这些 
条件也许还可 进一步精简. 最重要的改进（本质 h 属于 Newhouse, Palis 和 Takcns 
[97]) 可以在情形 m = 1给出，那里鞍结点的不稳定流形是环面. 

定理 12.7 一般地，如果是不光滑环面，则在 - 轴上存在凝聚在 M = +0 
的区间序列使得对任何 /i € △,, 系统有无穷多个鞍点周期轨道. 

这个定理的一般性条件可明显地叙述为：对每个仰 e S 1 , 验证或者存在另外的 
P 使得/( V?) = /( 灼)，或者导数 /»./»•"• ，/ ⑺ (灼)中至少有些不 为零这 
个条件是本质的还是仅仅是技术性限制并不清楚在任何悄形中，本质映射的所有 
导数同时在某点为零的悄况绝对是少见的. 

从而，可将定理12.3,定理 12.5 以及定理 12.7 的结果综合 如下： 

如果 VV ^ 是光滑环面，则在鞍-结点 L 消失以后，光滑吸引的不变环面得到保持. 
如果州；：同胚于环面但不光滑，则在 L 消失以后出现混沌动 力学. 这里或者环面破 
裂而混沌对所有小 /i > 0存在（大叶条件对此是充分 的)， 或者参数轴上的混沌区域 
与简单动力学的区域 交锊. 

本质映射的度数 m 等于1时应用定理 12.7 很费劲 • 它与 m = 0*m = -l 的 
情形并不类似，那 M 出现混沌的情眾还不清楚 


12.3 Klein 瓶的形成 

下面我们考虑不稳定流形 M 是 Klein 瓶时的鞍-结点周期轨进 L 的分支，如 
图 12.3.1 所示，即这时本质映射的度数 m = - 1. 由定理1 2 .3,如果光滑，则当 
L 消失时光滑不变吸引的 Klein 瓶仍 保持. 在它与截面&的交上， Klein 瓶上的流 
定义了形如（见 (12.2.26)) 



的 Poincard 映射，其中 p -• +0时 u ； -* oo . / 0 和 / i 是光滑的周期函数， A 及其 
所有导数在^ = 0为零，在 p = 0由系统唯一确定的本质映射是- V 5 + / o ( v ?). 如在 
上一节证明的，流形光滑，当且仅当对所有 P 

-i + /S(v)^o. 

在这种情形下， Poincare 映射 （12.3.1) 是（不可定向的） K 1 周微分同胚 • 


(12.3.2) 
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大家知道这样的映射恰有两个不动点.它们将圓周划分为两个弧段，每一个在 
映射的作用下循环进入另一个.在这些孤段上也可以有多个周期-2点 ， m 12.3.2 
所示.一般地，下面的分支可能 出现： 周期-2轨进坍缩成，或者为不动点（它的乘 
子通过-1)，或者为两个可合并为周期_2的鞍-结点轨 ifi 的周期 -2 轨进，如围 
12.3.3 所示.由 (12.3.1) 立刻得知，如果本 ® 映射 

ip = 1 / — tfi + fo (( p ) mod 1 (12.3.3) 

在某 !/ = */• 产生这些分支之一，则 

存在序列抑 — +0 使得 (u;(/i*)-Ar) -»!/%以及 Poincar 6 映射 (12.3.1) 在毎一个 
H =^ Hk 产生相同分支 • 



m 12 . 3.2 不可定向的阏埚映射的作用.图 12 . 3.3 不可定向的圆周映射的周期 2 轨道 

可能的鞍-结点分支. 




12.3 Klein ® 的形成 


映射 (12.3.1) 的不动点从方程 

《0 = + ^(/o(v?o) + fi(V>o ， M ))， 

= ^(/ i ) + + +7 T 


(12.3.4) 


求得.由于/ 0 和/:是周期函数，它们有界.因此，从（12.3,4〉和 （12.3.2) 得知当 
u; — oc 时对应于不动点的坐标仰和的无限增加.换句话说，当 /i — +0时两个不 
动点沿肴圆周绕行无穷多次. 

这个不动点的乘子等于-1 + /i(sPo.i) + /i(VHu，M). 由于当 M — +0时/; — 0, 
得知若 foM ^ 0 , 则每个不动点的乘+来回地围绕 -1 振动.我们得到下面的结果 
([6) 中首先指出，详细证明第一次发表于 1861): 

定理 12.8 对所有> 0,在 Klein 瓶上的系统恰有两个具有负乘子的周期轨 
逬.如果 / o(sP) 不恒等于芩，则这两个埘期轨道的每一个当 M — +0时产生无穷多 
次倍周期分支. 

在最简单的悄形（例如，当 foM = ^sin27r^ 其中 C < 1)，分支过程如下（见 
m 12.3.4): 在 /i 的某个区间上，若 一个# 动点（你）稳定，另一个 （A ) 不稳 定则在 
, t 的某个值处不动点仰失去它的稳定性，并产生一个周期 -2 稳定轨进.这以后在 
ti 的某个 K 间中，存在两个不稳定不动点以及一个周期 - 2 稳定 轨进. 然后稳定轨进 
坍缩成为不动点以，它现在变成稳定，冉以后觅复这个分支过程：埝定不动点通过 
倍周期洱失去它的稳定性，等等，经历无穷多次永不停止. 

-o-0-o-e- 

图 12.3.4 当 /i — +0时 Poinc * rt 映射 （12.3.1) 在 Klein 瓶上的 S 简吶的环分支 

由于附近轨道到截面的间归时间大约为 W(M) (见上一节)，得知对应于 
映射不动点的流的周期轨道的周期当时趋于无穷（典型地，它是〜 

在轨道冋到截面 之前. 它们每一个必须在刚刚消失的鞍-结点^的小邻域内旋转 
u; ⑻次.因此，这些周期轨逬的长度也无限增长.从而，定理 12.8 给出下面由 Palis 
和 Pugh [1051 提出的问题的正面 冋答： 当趋近分支时刻时，在平衡态的有限距离内 
能否在周期轨道消失时使得轨道的周期与长度无限 增长？ 

R. Abraham 称这类实在的分支为“蓝天突变”.蓝天突变的第一个例子是由 
Medvedev |95|对 Klein 瓶上的鞍-结点分支构造的. Medvedev 的例最靈要的 
特征是当 — +0时周期轨道在保持稳定和对所有小 M>0 不产生任何分支的情况 
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下其长度和周期持续不断地增长:，且对所有小 / i >0 不产生任何分支.定理 12.8 显 
示这只有在 = 0的情况下才有可能.这意味着所有点（除了两个不动点）都是 
本质映射的周期 - 2点. 

由于本质映射在这种情形 F 是高度退化的，它并不揭示关于 Poincare 映射 （12.3.1) 
结构的更多信息.为了寻找稳定周期轨道是如何得到保持的方法，我们选择 

fi ( ifi , n ) — cos iru ;[ n ) 2 ntp — p sin 7 ru (/ x ) cos 2 nip . 

于是 Poincar ^ 映射躭写为 

ip = w (/ i ) — + / isin (27 r </5 — ru ^( fx )) mod 1. 

注意到这个映射有不动点 < A ) = ^, 其乘子等于 -1 + 27 r M , 即对所有 M > 0这个 
点是稳定的. 

我们看到 Medvedev 的例子描述了一个极端退化的情况.稳定周期轨道的蓝天 
突变的一般例子（那时本质映射的度数 m 等于零）在下一节给出. 

现在我们简短地考虑如果 VV ]； 是非光滑 Klein 瓶将会发生什么的 问题. 由于定 
理 12.5 和定理 12.6 在这种悄形下可用，得知当 M >0, 大叶条件或者小叶条件满足 
时可能出现混沌.但是，定理 12.7 的 K 接类似在这里并不存在，因为有下面的可能 
性： 

即使％是非光滑的，对 P 的所有小正值，系统仍然可具有简单动力学. 

如采对所有 I /,本质映射 (12.3.3) 只有有限个周期轨道，则上面的悄况可能发生. 
例如，对 foM = ^ sin 27 r ^ 可以证明本质映射只有有限个不动点和周期 - 2 点，但 
若，例如 C <力，&对所有 v 没有其它周期轨道 • 

12.4 蓝天突变 

现在我们考虑鞍-结点周期轨道 L 的大范围不稳定集^不是流形但有如阁 
12.4.1 所示的结构的情形.这意味者确定在截面知 •• { a ： = - d ~) 上的曲线 i + = 
的同伦类的整数 m 等于零.换句话说， 12.2 节中的本质映射这时有形式 

ip = ijj + foi ^ p ) mod 1, (12.4.1) 

其中 / 0 是周期 -1 光滑函数. 

定理 12.9 考虑单参数动力系统族,在 P = 0它有鞍-结点周期轨道 L , 使得 
在大范围不稳定集中所有不位于中的轨道当 t — + oo 时都趋于 L •设本 
质映射对所有 * 满足 m = 0和< 1•则对 P > 0,鞍-结点消失后，系统有稳 
定周期轨道(不同伦于 C ； 中的 L )， 它是中所有轨线仅有的吸 引子- 




12.4 蓝天突变 




m 12.4.1 00 K 天突变机制的 ffl 解. 不稳定流形从结点区域回到鞍-结点.故它与截面 5 
交的圆 ffl 与随后的每个迭代 ( b ) Wl 的间复映射. 

证明由定理 12.4, 对小 /i > 0,截面& : {r = #} 上的 Poincard 映射 r 接近 
于（在光滑拓扑下）下面的映射 

货=°， ， （12.4.2) 

<p = w (/ i ) + foM mod 1. 

由假设， \ fiM \ < 1- 因此，映射 (12.4.2) 是压缩的，对任何 M 它有唯一吸引子，即它 
有唯一稳定不动点.相同结果显然对所有接近的映射也成立.特别地，对小 /i > 0的 
映射 r 成立.由于映射 r 由流的轨道定义，不动点对应于吸引的周期轨道证明 
完毕 • 

由于从/到截面的的回复时间（即的周期）按比例增长到〜 o ;(/ x ), 当 M — 
+00时它必须趋于无穷(见 12.2 节.如果 L 是简单鞍-结点，则周期增长为〜 

由于向量场在 C ； 中无处为零，得知的长度必须也趋于无穷.由于％在 p > 0 2 时 
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不分支，我们有蓝天突变的一个例子 [152]. 

如果鞍-结点 L 是简单的，则所有邻近的系统有接近于 L 的鞍-结点周期轨 
道，它们组成余维1分支曲面.由构造（见 12.2 节),在这个分支曲面上函数/ 0 连续 
依赖于系统.因此，如果定理 12.9 的条件被具有简单鞍-结点的某个系统满足，则 
在分支曲面上它们对所有附近的系统也满足.由此得知定理 12.9 对任何与这个曲面 
横截相交的单参数族成立.换句话说，我们的蓝天突变一般地出现在单参数族中.对 
应的分支曲面是周期轨道（这里是轨道 L p ) 的一个新的稳定性边界，在二维系统没 
有这样的类似. 

注意，的这个特殊拓扑结构对实现蓝天突变还不 充分： 在定理 12.9 中还存 
在保证压缩需要的定 S 条件.如果这个条件被破坏，即如果在某 p 有|/5(⑷1 > 1，则 
恰如上几节考虑的情形，在区域 M >0 出现无穷多个分支.事实上,考虑映射 (12.4.1) 
到 R 1 的提升： 

^ = w + (12.4.3) 

这个映射的不动点对应于本质映射 (12.4.1) 的不动点.由于/ 0 是周期函数，它 有界. 
因此， (12.4.3) 始终至少有一个不动点，且当 ur 增长时对应的#值变得任意大.在使 
得 fiM < 1的区域内，不动点的坐标娃 w 的中调 均加函数.但它在区城 f ^) > 1 
内足减少的.因此，如果在#的某个区间 |/ i ( v >)| > 1,则我们必然有 u ; 仉的序列，对 
此或者稳定和不稳定不动点合并为鞍-结点.或者稳定不动点改变它的稳定性而产 
生倍周期.由于 w — oo 对应于 — +0以及 Poincar6 映射 7* 任意接近地趋于本 ® 
映射（定理12.4)，由此得知当 / i -4-0 时映射 r 的不动点必须产生同样的分支无穷 
多次. 

此外，由定理 12.5 和定理 12 . 6 得知，如果定理 I 2 . 9 的条件 |/ o ( v?)l < 1不成立•， 
则出现混沌性态也是有可能的.特别地，大叶条件 （12.2 钉）在这里等价于强稳定叶 
层的叶片的存在性，它与 W 部截面5:{^=常数 } 和的交的至少两个连通分支 
相交（见阁 12.4.2). 借助本质映射.这个条件写为 

max /o ^ min /o + 1， (12.4.4) 

即这个不等式将保证对所有小的 P > 0有混纯. 

为了使得如图 12.4.1( a ) 所示的的构形对 R " (n > 3) 中的流事实上是可能 
的看得淸楚起见，我们考虑下面的 构造. 设三维向量场的双参数族.对某些参数值有 
鞍- 结点周期轨道 L 和鞍-结点平衡态 o . 假设上的所有轨道当 t — + OC 时 
趋于0,且 O 的一维分界线走向 L ， 如图 12.4.3 所示.如果系统的一个参数按照下 
面方式引人，当对它稍作调整时 O 消失但 L 不消失，则将有所要求的结构 • 

按照这个方法，具有解析右端的三维系统族被明显设计出来实现蓝天突变 [531. 
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图 12.4.2 泯沌性态的选抒由对应的 Poincrt 映射的《 - 结点不动点的消失得到,假设缩条件 
不澜足但大叶条件满足叶« f 的每•个叶片必须与 WT \ S 的至少两个连通分支相交. 



12.4.3 菠天突 变发展 的现象 悄扶： 当鞍-结点平衡点0消失时，鞍-结点周期轨道 L 的不稳 
定流形有如图 12.4.1( h ) 所示的所要求的结构. 


这个族足 

x = x(2 + /! - B^x 1 + y 2 )) + 2 2 + y 2 + 2y = P, 
y = - 2 3 - (1 十 y){x 2 + y 2 + 2y) - Ax + ny = Q, (12.4.5> 

i = (1 十 y )z 2 + x 2 - e = R, 

其中口， e 和 B 是某些参数.在 /x = e = 0 系统有闭积分曲线 （i = 0,z 2 + y 2 + 2y = 0). 
有两个平衡态在其上（见图 12.4.5(a)). 第一个7(0, -2,0) 是简孽鞍-结点，它有 
一个零特征指数 A, = 0以及两个负特征指数可从方程 A 2 + 4BA + 8B- 12 = 0 
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求得.第二个平衡态0(0, 0,0 ) 也有一个零指数= 0,但还有一对纯虚特征指数 
入 1|2 = 土此点7是余维1 (简单鞍-结点)，但点 O 是余维3,因为二维敗度 
cr(z) = G + Q' y = +…在 O 从 2 的二次项开始.这意味着在 (x,y)~ 平面从 O 

可出现二重（半稳定）环丨 511. 

分支图如图 12.4.4 所示.当 e > 0时，鞍-结点7消失，这时平衡态 O 分解为 
两个平衡态 A 和0 2 (图 12.4.4 中的区域6 )，其中= : f + … . 在这个区域 
内 A 是稳定点，0 2 是鞍-焦点 (2 ,1), 它的一维分界线当 t — + oo 时趋于 A (阁 
12.4.5( b )). ^ n 增加时，通过图 12.4.4 中在曲线 Afh 上的超临界 Andronov-Hopf 
分支，点 A 失去它的稳定性而变成鞍-焦点（1,2)，鞍-焦点0 2 的不稳定分界线 
现在趋于新产生的稳定周期轨进，如图 12.4.5( c ) 所示.平衡态0 2 在曲线 Alh 上分 
支.它也产生超临界 Andnmov - Hopf 分支，故它变成全排斥.当 t — + oo 时鞍点周 
期轨道 L 2 的不稳定流形继续趋于如图 12.4.5( d ) 所示.在标有的分支曲线 
上两个环合并组成鞍-结点环 L ' 它的不稳定流形双向渐近于如图 12.4.5 ( e ) 
所示.在曲线 SJV 的右方环1/消失，按照定理 12.9 大范凼稳定性被新的大振幅的 
稳定周期轨进所继承，它不同伦于 M 或 



m 12.4.4 系统 （12.4.5) 的 ( ji . e )- 分支图 • 


另一类可自然出现蓝天突变的例子由奇摄动系统给出，即下面形式的系统 


x = g { x , y , e ), 
cy = h { x , y , e) t 


(12.4.6) 





12.4.4 中的 M，e 从⑷到 0 


这个系统由时间变换 f 
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其中的导数是对 T 的导数.在5 = 0取极限.我们得到 

1 ^ = 0 , 

y 7 = / i ( x , y ,0). 


(12.4.8) 


这里的第二个方程称为快系统.为简单起见，我们假设 x e S 1 . 变 M 工可视为参数， 
它控制快变 M v 的运动. 

系统 (12.4.8) 从任何 ( x , y ) 出发的轨线典型地收敛于对应于所选 I 值的快系统 
的吸引子.这个吸引子可以是稳定平衡态，或者是稳定周期轨道，或者是不大平凡的 
结构.我们在这里不准备解铎最后那种可 能性. 当快系统的平衡态或周期轨道结构 
稳定时，它光滑依赖于; r . W 此，我们得到系统 (12.4.8) 的光滑吸引的不变流形：快 
系统的平衡态组成曲线 Af cq , 周期轨道组成二维柱面 M p 。， 如图 12.4.6 所示.局部 
地，在每个结构稳定的快平衡点或者周期轨道附近，这样的流形是系统（12. 4 .8)的中 
心 流形. 由于中心流形在任何附近的系统中存在（见第 5 章)，得知系统 （12. 4 . 7 ) 对 
所有小 e 存在光滑吸引不变流形 MqU ) 和 Afpa ( e ) (48). 



W 12.4.6 当*变化时快系统的结构 格定平 衡点和结构稳定极限环组成的不变流形：它们分別是 
曲线 A / q 和二维柱胙 Afpo . 


因此，对小的 q 系统 (12.4.7) 的轨线按下面方式变化经过某有限时间它来到 
不变流形或 Mpo 之一的小邻域. W 此它的 I - 坐标接近不动 • 于是它沿苕不变 
流形变化，故它对应于 z 的慢变化.对原始系统 (12.4.6), 我们看到 ，V - 变 M 到不变 
流形的跳跃是跟随 : r - 变 S 的有限速度的运动进 行的. 另外，如果这是快周期轨逍 
的流形，则我们有 V - 变里在流形上的快圆周运动，如图 12-4.7 所示. 

快系统的平衡态由条件 h ( x , y , 0 ) = 0 确定，它给出 Aq 的方程.如果 y = y cq ( x ) 
是 M cq 的稳定分枝.则 i 沿着它的发展，到一阶 e 的方程，并由方程 

X - g ( x , i / cqix ), 0). (12.4.9) 





m 12.4.7 沿着不 变柱面 Mpo ( e ) 的快®周运动在与截面的交线 / po ( e ) 上定义了 Poincar ^ 映射. 

这是一个一维系统，它可有稳定和不稳定平衡态，它们对应于完全系统 (12.4.6) 或者 
(12.4.7) 的稳定平衡态和鞍点平衡态.沿着的发展或者以稳定点之一为极限，或 
者到达 a ： 的临界值的小邻域.回忆我们将 a ： 考虑为快系统的控制参数，以及: r 的临 
界值对应于快系统的分支值.特别地,在某:快系统的两个平衡态（稳定和鞍点）可 
合并成为鞍-结点.这对应于在上 : r 的极大（或极小)，故4 a ： 到达: r * 的小邻 
域时，沿肴 M pq 的稳定分枝; r 不能进一步增加（相应的减 少). 代杵的是轨逬跳到新 
吸引子上，它是快系统在 I = f 的鞍结点分界线的 a ；- 极限集，如图 12.4.8 所示. 


图 12.4.8 



为了求 z 沿着柱面 M p 。 的发展，我们必须求解对应快周期轨逬的方程 .V == 
j / po ( r ; x ), 然后将 y = ypo(hd 代入 (12-4.6) 的第一个方程的右端，并在一个周期上 
取平均.所得平均给出沿着 Mpo 的稳定分枝的 I - 运动的一阶近似，即 

x = ^(z) = ^y^ ( g(x t y P o{T ； x))dT t 


(12.4.10) 



第 12 章 《 〜结点平衡态和周期轨道消失时的大范围分支 


其中 T ( x ) 是对应于所给; T 值的快周期轨道的周期.利用横截于快运动的截面切割 
柱面，我们求得在交线 Zpo ( e ) 上的 Poincare 映射,如图 12.4.7 所示，它的一阶近似由 

i = i + e 0( i ) T ( i ) (12.4.11) 

给出.这是一维映射，它可有稳定和不稳定不动点（在 0(： r ) 的零点).它们对应于系 
统 (12.4.6) 的稳定不动点和鞍点周期轨道.沿着％的发展或者收敛于稳定不动点 
之一， 或者到达： r 临界值的小邻域.特别地，如果在某: r ' 稳定的快周期轨道与鞍点 
周期轨道在鞍-结点合并，则轨道必须跳到快系统在 x = x - 的鞍-结点不稳定流 
形的 w 极限集 • 

现在我们假设奇摄动系统有快系统稳定平衡点曲线沿着它 x 变敢减少 
直到它到达临界值 xL 在 I ： = X 〗，轨线跳到快系统稳定周期轨逍的柱面 AV - 假设 
x 沿着 M p 。 增加，以及 x =衫是在 A / P 。 上的临界值，在那甩轨线跳到 AW 如阁 
12.4.9 所示（注意 y 必须至少是三维的才能使得这个特殊阁像成为可能).设在曲线 
l po ( e ) 上的 Poincard 映射有鞍-结点不动点.它对应于在柱面 M po ( e ) 上的鞍-结 
点周期轨道 L . 这个刑期轨道的不稳定流形与 L 上面的 M po ( £ ) 取合 .在 x =的的 
跳跃以后，流形州；；收缩到非常细的管子，它沿漪曲线走孜到在 x = x \ 作新的 
跳跃，此后它阐绕 A / po ( ff ) 从下面回到这确切地给出定理1 2 .9奴求的^的结 
构.此外，按定理要求的压缩条件在这里也可计算得到满足.因此在考虑的夺摄动系 
统中出现蓝天突变. 



事实上，在奇摄动系统中从一个稳定分枝到另一个分枝的触发是最典型的现象， 
因此当在快周期轨道分枝和快平衡态分枝之间观察到跳跃时1我们每个时候都可能 
会遇到蓝天突变. 




作为这节的结束我们注意，上面建议的机制可能对经常观察到的神经活动模型 
中从低振幅（尖 峰） 振动到大脉冲振动的转移.或者对喷气发动机中的流的振荡的定 
性解释有用. 


12.5 关于嵌入流 

这一节讨论鞍-结点周期轨道附近流的局部性态问题.由于与中心流形横截的 
方向上的动力学是平凡的（它是强压缩)，我们限于考虑在中心流形上的系统 

± = G(x,(fi,n), 0 = 1, (12.5.1) 

其中 xeR l ,^ eS \ G 是光滑硪数，关于 P 是周期 -1 的，使得 G (0 lV ； ,0) = 0. 我们 
假设 L : b = 0} 是在 /i = 0的鞍-结点周期轨逍，对/! > 0它消失. 

我们在这里逑立的主要结果是对 fi > 0 这个系统的 ：c - 变 埴的发 展将由自治方 
程（与角变 tt W 无关）很好刻它的直接好处是这样的方程容易积分（因为$是 
一维的)，这允许得到鞍-结点附近局部动力学的长时间渐近性. 

设 G 关于充分光滑.沿定理 3.23 得知（见 3.1 4 节）我们总可以假设 
G 关于 I 和 / i 的 Taylor 展开的某充分长的冇限段与 W 无关. 

我们还假设 L 是简单鞍-结点. W 此，对> 0函数 C 可表示为形式 

G(x, y>, /i) = /i + x 2 -f 0(x 2 /i). (12.5.2) 


注窻到 ，(7 中依赖于 W 的项的次数坷使得任意岛 . 故玎取任意大的 * 使得在变 M ：r 
的适3选择 T , 我们有 

lim (12.5.3) 


您 U 。 去菪 

我们也可加入任意阂定个数的导数 




(12.5.4) 


引理 12.3 对 / i ^ O , 存在光滑的角变 fi 变换 P — 中和时间尺度化，将系统化 
为自治形式 

x = g{x, /i), 4* = 1. (12.5.5) 


如我们已经指出的，这个结果的重要性是从任何一个截面 I =常数到这个形式 
的任何另一个截面的飞行时间与这个截面上的初始点无关因此，当系统化为形式 
(12.5.5) 时，引理 12.2 成立，由此得到定理12. 4 的约化原理 • 

注意，当系统是 (12.5.5) 的形式时，截面^ = 0上的局部 Poincare 映射与系统 
x = g ( x ^) 的自治流的时间1移位重合.在这种情形下，我们称这个为嵌入流映射 
严格地讲，我们还没有证明原系统 (12.5.1) 的局部 Poincare 映射是嵌人流：原来的 
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Poincare 映射是定义在不同截面 p =： 0 上的.而截面的改变等价于在截面上的变贵 
变换（见 3.1 节)，但是映射可以嵌人流的事实其成立与坐标的选择无关. 

现在我们来证明这个引理.设 r { x - x 0 ^, n ) 是时间，在这时间系统 （12.5.1) 从 
(x = x 0 ，<fi = 仰) 出发的轨道到达给定的 x 值.由于对 M > 0有* > 0,以及在/X = 0 
有 i / 0,得知函数 r 对 p > 0在所有小 x 和: To 有定义且光滑，以及在// = 0对: r 0 
和 a: 有相同符号.记 

t*s 

我们证明在光滑拓扑下，当 M — +0时函数 u 有有限极限，其极限对所有 仰和 
所為•满足: To / 0和: C • Zo 彡0 的小 XO 和 a: 是一致的 5 . 

亊实上，积分系统 （12.5.1) 得 

= + t ( i ; Zo , Vo » m)i (12.5.6) 

r(x; 10 ，，— I : ⑺一二 。，仰 w ( 12 . 5 . 7 ) 

(12.5.7) 关于仰微分得 

(12.5.8) 

(为简短起见我们没有标出 r 关于的依赖性).由 (12.5.3), 我们有 

含 — 0当 M ^4-0,x-0, (12.5.9) 

因此 (12.5.8) 右端的积分算子是压缩的.从而由 Banach 压缩映 射脱理 •喊数 u 作为 
积分方程 (12.5.8) 的唯一连续解可用逐次暹近法求得 • 

利用压缩映射原理，解 u(ar;*o,v3o^) 连续依赖 f ( 韌，灼 ,怂如果 (12.5.8) 的 
右端的积分算子连续依赖于这呰败值.注意，进人表达式 (12.5.8) 中的函数 t 仅当 
x-xo > 0时在 m = 0 衽有限极限.然而，由于 （ 12.5. 9 ) ，（ 12.5.8) 中的积分在 a： = 0有有 
限极限.因此，函数 ti(rr ; a: 0 , 仰， ; i) 在 m = 0 有有限极限&在区域 {x x 0 >0,x 0 #0} 
内 一致. 

利用估计 （ 12.5.4), 对 ti 关于 仰 ,： ro 和 M 的任何给定个数的导数（这个数可用 
增加估计中的*而使得任意大）我们可宽复这些讨论.这就完成 f 论断的证明 • 

现在，由于对小的: c，:r 0 和 /i， 函数 ti 的方程 (12.5.8) 的右端是小的，故 u 本身 
很小.此外，注意到当 x - Xo -* 0时它一致地趋于零‘对 tx 的导数同样结论成立 
(因为它们是从相同形式的积分方程得到 的). 现在我们看到函数列， M) 对所 
有/X彡0有定义且光滑（当然.可能发生当 M — +0时函数 u 或者它的某些导数在 
:+0和功= -0 有不同的极限，但所有这些极限如我们刚刚证明的都为零). 

_ 5 这里我们有在 x = G 触餅, S 賊重要的,尽管 "— +0, * — 0 时函数 r 趋于无穷. 


rj 


1 dG \ 

G ^ a ^ 1 


|1 + u ( s)]ds 





现在我们引入新的角变萤 


(12.5.10) 


中= V + / U ( 0; X ，少， M ) 你 - 


因为 W 小，这是一个恰当的变蛰变换.此外， u 是周期 -1 函数的导数 （tx = &)，因 
此右端的积分事实上定义了一个周期-1函数. ° 

设在旧变虽下，从 ( Xo .^ o ) 出发的轨道在时刻 t ( i ,; xo ,^ o ， m ) 到达点 （ mw ) •微 
分明显的等式 

T(xi]Xo,ifio,fi) = t(0-.xo,<Po,^) - r(0 ； xx,v?i,/i) 

(从 a : Q 到 A 的飞行时间等于从: ro 到0的飞行时间加上从0到 zi 的飞行时间)，我 
们得到 

dfi = 1 +u(0; Jo,y?o，/i) 

~ 1 + t 4(0； Xl ， V ? l .^)* 

比较这个公式和 (12.5.10), 我们看到在新变置下 

瓷 sl . (腿 D 

尺度化时间变 a 使得 <*» = 1. 现在 4>1 和 4*0 之间的差是从 : c =吻到 a: = A 的 
飞行时间.由(12.5.11)，这个时间与初始值 4>o 无关,仅依赖于 (x 0 ,x,,/i). 这意味着 
现在^与 4* 无关，这躭给出了引理. 

通务们已经指出的，引理 12.3 可以歌叙述为对 fi > 0 , 在简中鞍-结点不动点附 
近将充分光滑的一维映射嵌入一维光滑流的可能性.类似的结果在 [74] 被证明，它 
与平面半稳定环消失时出现鞍点之间分界线连接问题有关（见 8.1 节)，以及在1奶) 
中被证明，它与在非光滑环面上鞍-结点周期轨道消失时出现奇怪吸引子的问题有 
关.在 /i = 0的嵌人流属 f Talcens (见(97|).我们的证明以 [1 M ， 1圳中的方法为基 
础.在 [1401 中，在 m = 0光滑嵌人流的存在性是在没有高次光滑性假设和没有粧 
结点是简单的假设下证明的. 

当在 12.2 节定义本质映射时，我们用到嵌人流的下面刚性性质： 


引理 12.4 设 - 光滑 （r > 2) 映射 


(12.5.12) 


在 a : = 0有鞍-结点，即 9(0) = 0,^(0) = 0,以及对 a : / 0有 Wx ) > 0. 设这个映射 
与光滑流 

x = x + g { x ) (12.5.13) 

的时间 - 1映射重合.则函数5由9唯一确定- 
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证明映射 （12.5.12) 和流 (5.12.13) 的时间 _1 映射重合，当且仅当 


r ds _ = 
L Ks) ' 


(12.5.14) 


由于 ar = 0 必须是乘子等于 1 的 （12.5.13) 的时间移位的不动点，由此得知$与 f 
在零必须为零.在 (12.5.14) 中令 ： c — 0取极限得 


^ 9 M 


(12.5.15) 


(为了证明，注意 


r ds _ = _ 

^ ~ 5(x) -f 


+ 2 ^ (x)(i _ 4 + 啦 一 x ) 


g (工） 

丽， 


这里我们用了 5在零的光滑性). 
微分(12.5.14)，我们得到 


帶 I 0 . 


(12.5.16) 


闪此，如果存在两个提供映射 (12.5.12) 嵌入流的函败灸和灸，则由 （12.5.16) 得知 

⑽ _ giW 
W) 92{xY 

换句话说，比_关于映射 （12.5.12) 不变.由于 （12.5.1) 的任何轨道的向前迭代或向 
后迭代趋于零&我们得到 

由于 (12.5.15) 我们有和 s 釦,这就完成了引理 12.4 的证明. 
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二维情形从鞍点分界线回路产生极限环的问题已经被 Andronov 和 Leontovich 
在上洪纪 30 年代末解决了，虽然相应内容的发表在后来几年.他们对这个主题的 
研究包含一般悄形和仟意岛阶的退化情形.对后者他们的理论与 Dulac 考虑的关于 
分界线回路的稳定性工作有关.这一章的前面三节将叙述这些结果.我们对主要定 
理的证明不同于1121中的古典处理.就是说,我们明确地将问题化为对回路附近的 
Poincar6 映射的研究.这个方法允许我们把所得结果自然地推广到岛维系统.此外, 
应用同衍回路附近的中心流形定理（第6饫)，在某辟情形我们可把高维问题 It 接化 
为二维问题. 

但是,应该强调这种化为二维的情形并不楚永远可能的.特别地.当平衡态是鞍 
- 热点时就不可能办到.此外，在某些条件下，当无穷多个鞍点周期轨道在鞍-焦点 
同宿回路的邻域内共存时我们就会遇到敢要的新现象.因此，岛维系统中寻 求周期 
轨迫稳定性边界的问题要求对余维1同衍回路的所有情形，包括简苹动力学 和笈杂 
动力学，都柑进行深刻和完全的分析.这个问 M 已经由 L.Shilnikov 在上世纪⑹年代 
解决了. 

我们在 13.4 节证明从鞍点 M 为负的鞍点同宿回路产生稳定周期轨道的主要定 
甩在 13.4 节和 13.5 节讨论（后者处理维数大于 1 的鞍点不稳定流形）从问路产生 
鞍点周期轨逬，或者系统具有复杂动力学（鞍焦点情形）的其它情形. 

在 13.6 节我们研究某些余维 2 同宿分支.在 13.7 节重温 8 字形同宿分支以及 
有关最简单的异宿环的结果 • 

13.1 平面上分界线回路的稳定性 


假设二维光滑系统 


x = X(x) 
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有鞍点型结构稳定平衡态0(0, 0). 回忆在这种情形下鞍点有两个一维局部不变 流形: 
稳定流形 

和不稳定流形 

^S = o\Jr ： \Jr^ 

其中 rt 2 表示鞍点0的稳定分界线， r 「, 2 表示鞍点 o 的不稳定分界线. 

如 i rj ■和 it 重合，则 r = it = r 「 称为分界线回路（或者同宿回路).分界 
线回路的闭包 r 是闭不变集 f = our . 我们这一节的目的是描述在 f 的充分小邻 
域内轨线的性态（分界线回路分支将在下一节分析). 

r 的充分小邻域是一个环域，它被 f 划分为 "和 v 两个区域，如阁 13.1.1 所 
示.设 k 是外 区域， 其中存在两个属于 rj ■和 r 2 _ 的通过0的 小段. 显然从 k 中 
出发的所有其它轨线当 t — - oo 和 t — + oo 时都必须离开 v . 因此我们只能从一 
侧，即从内区域 t / 定义 r 的稳定性.在这个意义下我们说，分界线回路是单侧渐近 
稳定，如果它是从 t ; 中出发的所冇轨线的 u ；- 极限 1 反之，分界线回路足不稳定的， 
如果它是中所有轨线的 q - 极限. 



ffl 13.1.1 分界线回路 r 在由外邻域 v 和内邻域 t ； 组成的环域内 • 

研究同宿回路的一个基本方法是通过两个映射的叠加来构造 Poincar6 映射 r: 
局部映射 7b 和大范围映射为此在鞍点附近选择两条截线灸和&，它们都与 r 
横載相交，如图 13.1.2 所示•映射 •• S ' — So 定义如下••在&上任取一点，它在 
Ti 作用下的像是其轨线与灸的交点. 因为从 A 到心的飞行时间有限，故乃是微 
分同胚，且由 r 和&的交点附近的 Taylor 展开所近似.对映射孔：为 — 这里 
的悄况并不很明显，因为轨线任意接近鞍点，因此 从知到 &的飞行时间不再有限. 

1 能发生 f 跡讎 但不腿近稳定.例如，在 Hamilton 系统情形，区域 t/ 可被醜轨 
道所充满. 
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图 13.1.2 Poincar « 映射 T 是由系统轨道衣示的 从餵线 So 到 A 的局部映射 T 0 和从&到 S 0 
的大范闱映射。的叠加. 

因此，第一个问越是研究同宿回路以得到局部映射凡的适当估计.为此我们要 
在 O 的邻域内将系统化为特殊形式（见本书第一卷的附录 A )• 

平面上分界线回路的稳定性问題与在鞍点的所谓啟度 

00 = div X\o 

为非零时容蛣解决.这时，我们有下面的结果 

定理 13.1 如采勿 < 0,则同宿回路 f 艰侧渐近稳定.如果内 > 0,同宿冋路 
f 不稳定. 

我们在这里对系统是 C r -光滑 （r > 2) 证明这个定理.在 C 1 - 情形定理仍成 
立（见下一节). 

直化局部稳定和不稳定不变流形.则在 O 附近系统取形式（见 2.7 节） 

x = (A + /( x , y )) x , y = (7 + ^(®. y )) v . (13.1.1) 

其中 A < 0 < 7,且 C r -> -光滑函数/和 P 在原点为零.注意到 ^0 = ^ + 7. 回忆 
我们可以作另外的 - 光滑坐标变换，使得系统保持形式 (13.1.1), 且使得函数/ 
和 g 满足下面的恒等式(见定理 2.17) 

/( x ,0) = 0, /(0, y ) s 0 f (13.1.2) 

^( x ,0) = 0, g ( 0 , y )^ 0 . (13.1.3) 

大家知道（例如见 [271) 平面上鞍点附近的 CT - 系统 （ r 多 2) 可以用 C 1 - 变换 
化为线性形式，此时寻找映射了0是很容易的.不过，形式 （13.1.1) — (13.1.3) 对我们 
的目的已经足够了，因为在这种情形本质上不失去光滑性.此外，我们将发展这个方 
法使得可以把它直接推广到髙维情形. 
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作时间尺度化变换 d < — h + g ( x , y ))- l dt , 于是这个系统取形式 

x = (-1/ + /( i , y )) x , y = y , (13.1.4) 

这里的某个新函数/仍满足 (13.1.2). 其中比1/ = ^称为跛点指标.注意 " > 1对 

71 

应负鞍点& <r 0 , 1 / < 1 对应于 <to > 0. 

选择小> 0并令 a : = d 是截线 5 0l y = rf 是截线& (假设分界线 IT 和 r 「 分 
别从正: r 和正 y 这边与鞍点 O 相连接).如果系统局部线性（即 （13.1.4) 中的/恒 
等于零)，则具有在灸上的初始点 (d,yo) 的解是 

x = e ~ ut d , y = yoe 1 . 

从私到 A 的飞行时间 r 可以从条件 

d = yoe T 

求得.因此， 



(显然从 yo ^ O 出发的轨线永远不会到达 A ). 因此,在该线性悄形，轨线与 截线& 
的交点 

X! =e-^d = yS(i , - y . 

在/不为零的一般悄形， M 部映射 7 b 的这个公式没有 m 大的改变. 

引理 13.1 如果函数/满足 (13.1.2), 则系统 (13.1.4) 的局部映射有形式 


xi ^ y ^ d l ^ + o ( yS ). (13.1.5) 

证明我们可以证明 (13.1.4) 在 e = 0从灸开始在 f = 7 •碰 到负的 解满足 


y(t) = c«- T d, 

x{t) = e^d-bfo c -**(«-)/(x(5), t/(s))x(s)ds. 

这里， y (0> 5 y 0 是 So 上初始点的坐标， I ( T > = n 是轨线与 S ! 交点的坐标. 


(13.1.6) 


正如我们在 2.8 节证明过的，积分方程 （13.1.6) 可用逐次逼近法求解，即解 x ( t ) 

是由 t 

x n+ i(t) = e^d + J e〜 ( 卜 *)/(a: n ⑷， e*- T d)z„(5 ) 心 （ 13.1.7) 

递归定义的序列 x n { t ) 的极限.其中我们取:= e~^d 为第一次近似.容易看出 
所有进一步的近似对《 € 10, t ] 满足 

|z n (0l < 2^-^. (13.1.8) 
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事实上，由归纳法，只要 （13.1.8) 满足，证明 

f\f(x n {s) t e- r d)\ds^\ 

就足够了.由于/是在 y = 0为零的光滑函数,得知对某个常数 C 有 |/( x , y )|^ C \ y \. 
因此上面的积分可用 



估计. M 然只要 d 充分小这个积分小于 I 这就证明了不等式 (13.1.8). 令 n — +oo 
取极限我们得到系统的解 i ( t ) 满足相同计，即 

z ⑴彡 (13.1.9) 
由假设[见 (13.1.2)], 函数/在 y = 0 为零. 因此， 

1/(*. y)l ^ \v\ max|/ilt 

其中 的最大 值是对阂定的 a : 值并在 | i /| < d 上取的.由于/也在 x = 0为零，我们有 
/；(0, y ) = 0. 由此上面的不等式给出下面的估计 

l/(a ： ,y)l ^ !vWi).-o. 

因此，在 (13.1.6) 中我们有 

l/W*).y(«))l < e-» 

从而，考虑到 (13.19), 我们得到 

乂、 -… -)/( 咖)， y (s))zWd5 卜 e-^e- T o(c e ). 

在《 = 7>,我们从 （13.1.6) 得 

Xi = x(r) = n + o(c-^). (13.1.10) 

在 f = 0 由 (13.1.6) 的第一个方程得到飞行时间 t 满足： 

yo = e ~ r d . 

将它代入 (13.1.10) 得到引理 13.1. 

注由变量尺度化抑 — 和 yi — yid ， 我们总可以假设（以后也将这样做) 
(13.1.5) 中的 rf = 1. 注意我们也可以对公式 (13-1.5) 进行 微分： （13.1.5) 中 0( 沾）项 
的 s 阶 （s = 1，... ，r- 1) 导数可容易地估计为 0 ( 0 我们跳过对这个导数估计 
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的证明，因为它与本书第一卷附录 B 中对类似论述（引理 3.6) 的证明思路完全一样. 
接近的论述也将在 13.8 节【见 （13.8.30) — (13.8.33)] 中给出.应用这些估计到我们的 
情况，我们得到如果系统是 C 7 -光滑 （r > 3)，则经过将系统化为形式 (13.1.1) - 
(13.1.3) 以后，对任何满足 v <v < t / + min ( l ， v ) 的局部映射司'以写为形式 

xi=yS + o ( yj ). (13.1.11) 

此外, o ( yg ) 项的 s 阶导数 （5 = 1,... ,r - 2) 由 o ( yj -) 估计. 

现在我们考虑由位于 o 的小邻域外接近于 r 的一段轨道定义的大范围映射 
T X : S ,^ S 0 . 回忆这个大范围映射是微分同胚.存在鞍点0的同宿回路的事实意 
味着在 A 上的点 n = 0由7\映为 So 上的的= 0. 因此，映射7\可写为形式 

Vo = Axi + M ® i )» 

其中 A #0, h ( a :) 和它的一阶导数都趋 于零. 注意到由于我们考虑的是平 面问题 ，我 
们有 A >0( A <0 的情形对在不可定向的二维曲面上定义的系统是有可能的). 

最后，我们得到映射 r = 7\ o 7 b 的下面 公式： 

o ( Vo )- (13.1.12) 

从上面的公式我们立刻宥到，对充分小的正败如，只要 t / > 1 (或者•只要 " =1 
和 >4 < 1) 就冇如 < I/O. 因此，在这种悄形下，任何点在映射了的迭代下收敛于不动 
点糾《 o . 后杏是分界线回路 r 与5 0 的交点.由此得知，任何从正 yo 这边出发的 
轨线当 f — +oo 时都必须收敛于冋路 r . 这意味着当 (70 < 0, 或者， (7Q = 0 而 >4 < 1 
时分界线回路是单侧渐近橡定的. 

如果 V < 1 (即 <7 0 > 0), 或者如果 U = 1 (即(7 0 = 0), 伹 X > 1，则在 (13.1.12) 
中我们有 Vo < 如.因此，在这种悄形下任何点由映射 T 的向后迭代收敛于不动点 
yo =0. 这意味着同宿冋路这时是单侧不稳定的这就完成了证明. 

同时我们也证明了下面的结果. 

定理 13.2 设 <70 = 0. 则分界线回路当4 < 1时稳定 ， A > 1时不稳定. 

注如上面指出的，定理 13.1 即使对 C 1 - 光滑系统也 成立. 但是，定理 13.2 
对 Ci - 系统就不 成立. 为了说明这一点考虑下面的反例.假设系统在鞍点附近表示 
为下面的形式 t 

±—，卜"卜 

其中 M < 1且< 1. 它从截线 So ：{ x = l ) 上具有正 y 0 的点出发的解是 

x = e ~*, y(|lny +2) = etyodln yo |+ 2). 
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因此，从 So 到 5 i ： {y = 1} 的局部映射 r 0 为 

x\ = ^yo(|ln yol + 2). 

我们也假设大范围映射7\是线性的，即如= Ax ,. 于是回路附近的 Poincare 映射 
:r = r lO ： r 0 为 

yo = yoK2). 

显然，由于对所有小 yo 有恥 >恥、 得知同宿回路在这里不稳定，而不管 d 的值 
如何. 

上面的反例显示定理 13.2 仅当系统是-光滑 （r > 2) 时才 成立. 注意这时 
积分 +oc 

si = /^div X ( v >( t))dt 

J—oo 

收敛 1 其中 Or ， v ) = ⑴是分界线回路 r 的参数方程，回忆 cro = 0 导致当 t — ±oo 
时 div XM 0)-*0]. 实数〜称 为第一个分界 线置. S . 然它关于光滑坐标变换是不 
变的. 

我们可以证明当 a Q = 0 时大范闱映射 T 、' S x 一 So 在点 A = 0的导数 A 可以 
求得 3 如下: 

A = e* l t 

只要 VV - 和巳被局部 fl 化[即系统是 (13.1.1) 的形式1且恒等式 （13.1.2) 和 
(13.1.3) 成立.因此值 Z 在这情形也是不变的 • 

现在让我们详细论述办= 0和 s , == 0的情形.首先我们脔要在鞍点附近将系 
统 (13.1.1) 化为某规范形.注意到由于 <7 q = A + 7 = 0, 呈现出下面的共振关系 

A = (m + 1 )A + my, 

7 = mX + (m + 1)7, 

其中 m 是任何正 整数. 这些共振与我们在弱焦点情形遇到的相同.为了分析这个情 
况，我们需要引入称为典范规范形的系统更细致的形式. 

引理 13.2 C r - (2 n + l ) -变换，其中 （ r 彡 2 n + 2)，将在满足 a 0 = 0 的共振鞍点 

附近的 C * - 光滑系统化为下面的形式： 

± = - z(l - ( T lX y —— o n { xy) n - ( xy ) n f { x , y )), (13 1 13) 

ii = y , 

其中 c r - (2 n +1) -光滑函数/在2： = 0和 y = 0 都恒等于零（见 （13.1.2)). 

2 它与确定截线 
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上面的系数”，••• ，( T „ 称为鞍点置.虽然它们关于光滑坐标变换不是都不变，但 
是第一个非零鞍点萤的数由系统唯一确定（因为它是第一个非零共振项的 系数〉 ，因 
此是不变的. 

上面的典范规范形在解析情形是由 Dulac [47] 构造的.光滑情形由 E . A.Leontovich 
[85] 考虑.下面简短冋顾一下 Leontovich 的证明. 

注意我们已经将引理 13.2 对 n = 0的结果1见 （13.1.4)1 作为更一般论述（定理 
2.17) 的一部分而被包括了.因此，我们可以由归纳法进一步进行下去.就是说，假设 
对某个 n = k 系统已经化为 (13.1.13) 的形式.于是，如果 r >狄+ 4, C 卜-光 
滑函数/至少是 C 3 - 光滑，以及因为/在 : r = 0 和 y = 0 都为零，它可写为形式 

f { x , y ) = xyF { x , y ), 

其中 F 是 C … ( 2 k +3) - 光滑函数.记 

^(*.v) + 沴 i(*) 十 <^2(y) 十 /(* ， y )， 

其中如和如分别在 I = 0 - hSc y = 0为零，/在 1 * 0 和*/ = 0都等于零.由构造， 
W 为 

a fc + i - F (0,0) = /二(0,0)， 

0 1 ( x ) = F ( z , O )- F ( O , O ), 

Mv ) = F (0, V )- F (0,0 ) f 

由此得知函数和/具有与 F 相同的光滑性. 

因此，系统可以觅写为 

i ; = - a : (1 - - ( xy )* +1 /(*， y )) + a :( xy ) fc ^ l (0 i ( i ) + (> 2 ( y )), 

y = v- 

现在注意变换 

Xtmw * *(1 + o { x )( xy ) k * 1 - /?( y )( xy) fc fl ) 

对 n = + 1 将这个系统变为形式 (13.1.13), 如果 

q(x) = J ^i(xs)~, 0{y) - <h(ys)~- (13.1.14) 

由于如, 2 是光滑函数，它们在零等干零.上面的积分有 定义. 此外，《和^有与也, 2 
相同的士滑性，即坐标变换按要求是 c r -< 2n+1 > -光 滑的. 进一步继续用归纳法得引 
理的结果. 

我们看到 Leontovich 的结果更广泛.即对典范形式的系统推导解的估计时，她 
证明经过额外的光滑坐标变换以后形如 （13.1.13) 的系统变成可积的了.显然， [221 
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证明在 q …〜 = 0而 A / 0的 c °° - 光滑情形，鞍点附近的系统由 c °° - 
变换变成下面的可积 x 形式 

x = _a:(l — a„(xj/)" — (T 2 n{xy) 2n ), 


由此也得知，当所有的鞍点量等于零时（即无穷退化 情形） 系统局部地化为线性形式. 

现在我们对典范形式 （13.1.13) 的系统继续讨论并计算局部映射 To : 5 0 5,. 

设(7„是 (13.1.13) 中第一个非零鞍点量1即系统有形式 

i = -1(1 - ( 7 n{xy) n - {xy) n f{x,v))y 

(13.1.15) 

y = y - 

如前，假设同宿回路 r 与鞍点从正3：和正 y 这边相 连接. 注意，这个假设固定了 x 
轴和 y 轴的方向，因此它保持第 n 个鞍点 a 的符号固定不变.选择小 d > 0并由 
{z = d } 和 {y =蝌分别定义截线灸和 

(13.1.15) 在 t = 0从 S 0 出发在 t = t 到达 S ! 的解满足 

. 心， (13. M 6) 

i(t) = e~*i+J 0 * e-(«-^i(s)(i(a)y(8)) n (a n + /(i(«)y(»)))d«. 

这个积分方程可以用逐次通近法求解（见 2.8 节). 选择 

i (0 = d 

作为我们的第一次近似.将它代人这个积分方程的右端，得到第二次近似 

3：(0 = c- c tf + ^ n+ V n «e- e c- nT + e-*o(e-" T ) 

(这里我们必须使用到由于/光滑且在工，0和1/ = 0都等于零，它满足次线性估计 
|/| < | y | o ( l ) x ^ 0 . 见引理 13.1 的证明). 

容易看到，所有进一步的近似都将有相同形式，因此解也有这个形式•故 
我们有 

以⑼ = e~ r d, x(r)=c-^ + ^o n re~^ + 咖十 + 卞 ). 

由此，如用 yo ㈤ f ) 记在5 0 上的初始点的坐标，以 A ⑽记轨线与 A 的交 
点的坐标，我们就得到局部映射％的下面公式： 
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大范围映射 T x : 5 i - 5 0 在分界线回路 r 附近的 Taylor 展开可写为 

2/0 = a：i + s 2 x\ + - •• + s m x^ + … 

(回忆我们已经假设第一个鞍点量 h = 0,它等价于 A =^- = l ). 设对某 m ， 
a 2 = = sm-i = 0而 〆 0. 在这种情形下 Poincard 映射 T = 7\ oT 0 取形式 

VO = VO + ^ nI / o +1 | ln Vol + + …， （13.1.17) 

其中心 有与(7„ 相同的符号，省略号表示至少高于两个主项之一的高阶项.最后，如 
果 (13.1.17) 中 m 彡 n ， 则如珂表示为 

yo = yo ■*■ a mVo i + …， (13.1.18) 

或者如果 n < m 时为 

如=1/0 I & nl / S 十 Min i/oi 十…. (13.1.19) 

由此得知若 (13.1.18) 中 a m < 0,或者 (13.1.19) 中 d n < 0,则不动点 y 0 = 0稳 
定（后面的条件等 价于％ < 0). 反之，若 s m 或者相应地(7„是正的，则不动点不稳 
定. 

从而，我们得到下面的结果.考虑称为 Dulac 序列 

( To ,8\, air m , ，《 n ， a n ，5„+ i ， … (13.1.20) 

的序列，假设序列中不是所有的元家都等于零.则下面定理 成立： 

定理 13.3 分界线冋路的稳定性由 Dulac 序列中第一个非零元索所确定：若 
m —个非零元索是负的，则回路 锪定； 反之，若它是正的，则回路不稳定. 

这个定理的解析悄形厲于 Dulac . 他还证明如采系统是解析的，且序列 (13.1.20) 
中的所有元索都是零，则系统可积 ( Hamilton 系统)，这时分界线回路的小邻域"被 
周期轨进所充满. Dulac 用这些结果证明多项式向撤场的非退化情形的极限环不能 
够凝聚在分界线回路上. 

13.2 具有非零鞍点置的鞍点分界线回路的极限环分支 

第一个鞍点 fi ( T 0 非零的鞍点分界线回路的二维系统形成余维丨分支集因此， 
我们可用单参数族来研究这样的同宿分支 • 

考虑平面上具有鞍点平衡态的 （7 -光消 （r > 1) 系统的连续单参数族 X ,,. 
假设在 M = 0系统有鞍点分界线回路，即分界线 IT 和 rj •当 /X = 0时重合. 

假设族；^以这样的一种方式定义，对 M /0回路可能破裂并且使得当 P >0时 
回路分裂时不稳定分界线 r ~(/ i ) 走向回路内部且当 t — +00时进人内邻域仄如 
果 M < 0它朝外走，即进人外邻域 V \ 
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在鞍点 O 附近引入坐标 ( x , y ). 不失一般性，假设对所有 M 鞍点停留在原点.我 
们还可假设不稳定分界线在 O 切于 y 轴，稳定分界线切于: r 轴.因此系统可以写为 
形式 

* = + p ( x , y ,/ x ) = P ( x t y , n ), 

(13.2.1) 

y = 7( M)y + = Q ( x , y ^), 

其中 p 和 7 以及它们关于 ( x ， v ) 的导数在垛点等于零，特征指数 A ( Ai ) 和 7 ( W 满足 
A (/ i ) < 0 < 7(/ i ). 由定义，鞍点 S 是 

« r 0 (/ i ) = A (/ i ) + 7(/ i ). 

设分界线 It 从半平面 x >0 进入鞍点.分界线 r 「 朝 y 正方向离开 a 由于 
我们还没有直化不变流形， rj ■和 r 「 的局部方程分别由 


y = V ?(; r ，/^, ; r >0 和 


tKv、^h v>o 


给出，其中 p 和0以及它们关于: r 和 y 的导数在原点等亍零. 

选择小正数 d 并考虑两条截线灸： { a : = rf } 和& :切= d }. 如在上一节，我们 
将问题化为对 Poincar 6 映射 r : % — S 0 的研究，它是由系统轨线定义的 M 郎映射 
T 0 : So ^ S x 和大范阑映射7\ •• 的 — 办的*加组成. 

如同在上一节，沿狩分界线问路附近的轨线 从&到 ^的飞行时间冇限.因此 
大范闱映射乃是点 m - - rrn ^ i 的小邻域到点 = r * n 5 o 的小邻域的微分 
同胚.由我们的假设.在/! = 0有 : HAf - = M +. 因此映射乃写为 


yo - V f = a ( n ) + A ( n)(xi - x *") + o { x \ - i "*). (13.2.2) 


这里我们用 A 表示&上的坐标，用 yo 表示灸上的坐标，于是的 z 坐标是 
x ~ = n ), •的 y 坐标是 =* vKAm ). 系数 M ^) 不为零，因为乃是微分同 

肝.此外，对定义在平面上的系统(永远） A > 0 . 

项咖) 控制分界线回路的分裂方式（见阁 13.2.3): 由（13. 2 .2)得知 a (/ i ) 等于点 
Af + 和的 y 坐标之间的差（后者是不稳定分界线 17 与为 的第-个交点) • 
由假设， " > 0 时分界线向内分裂. / i<0 时向外 分裂. 因此 sign a (| x ) = sign //• 

现在研究局部映射 7 b . 它将截线 S 0 上的 K 间 yo > y + 映为 A 上的区间 
&>：!：-. 我们将这个映射表示为 



(13.2.3) 


我们也用 r ( yo , M ) 表示从为上的点 （ d ， yo ) 到&上的点 ( r /( y 0 - y +，/ i )， 幻的飞行时 
间.显然，当 yo — y + 时 T ?( yo - V ' P ) — 0 ， r ( yo ,/ x ) -* + oo . 
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图 13.: 


定理 13.4 的图示. 


引理 13.3 映射孔当时是压缩，当 ㈧ = A + 7 >0时是膨胀. 
进一步， 

Um 乒《{ 0 ；； 03.2.4) 

分 — v.dyo I+OC 对 (7 o >0 


对一切小; z —致地成立. 

证明只商考虑情形巧）< 0 ((70 > 0的悄形由时间反向化为这一情形)•证明 
思想相对比较 简单： 由于假设向菝场在0的敗度为负，在 O 的小邻域内也为负.这 
得知在 O 附近流 B (缩面枳.从后荠立刻得知任何两个鈸线之间的 Poincar 6 映射亊 
实上是压缩的. 

让我们作得史确切些.用⑴表示系统（13. 2 .1)关于初始条件（邱,如）的解 
(x(t),y(t)) 的导数.这是-个矩阵，它满足变分方程 


=(£ £). 


和初始条件 t*(0) = r 因此 u 的行列式满足下面方程 


dt \Qr Qy 


det u, 


由此得 

det u(t) = e /。 •（从竹 〜(*(•),•»(•»+<?*(* ⑷ 

由于我们假设 A+ 7 < 0 以及尸和 Q 的导数在0等于零，得知 u 的行列式对 
整个时间直到轨线 (x(0,y(<)) 停留在0的小邻域内都指数式 递减： 


det tz(f) ^ 


对某个 & <0. 


(13.2.5) 
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这事实上意味着由系统 （13.2.1) 定义的流指数式压缩面积，即对任何两个向度 ei 和 
e 2 有 

[ w ⑴ ei ， u ⑴ e 2 l = det u ( t )[ ei , e 2 ] < e ot [ ei , e2 ], (13.2.6) 

其中 [e u e 2 ] 表示由 ei 和 e 2 张成的平行四边形的面积， [ u ⑴是 ex 和 e 2 由 
线性化流的像张成的平行四边形的面积. 

另一个我们茁要的事实是（见 3.11 节)，矩阵 u ( t ) 将在点 ( x 0 , y 0 ) 的相速度向萤 
变为在点 ( x ( t ), y (0) 的相速度向 S : 

/P(x(t),y(0)\ (1327) 

\Q{x(t),y(t)) J \Q(xo,yo)J 

现在在截线 So 上选取点 （ x 0 = d , yo ). 它的轨道于某时间 r ( y 0 ) 在点 ( x ( r ) = 
”0 /o - y + ) yV ( r ) = d ) 与 5 l 相交.导数 - y ” 由 

n'(yo - s/+) = + iWAvo) 

给出，其中 v ( yo ) 由条件 

^ + lKT ) r '( i / o )»0 

求得.由此得知 

rj ' yo - y + ) y ( r ) = [«) ■ ( tiWei , u ( r ) c 2 ] < 广 | i (0)|, (13.2.8) 

其中 ei : (0,1) (平行于 5 0 的单位向适)，< =(勞， | 回忆由 u ⑴的定义， 
它等于 e 2 和 < 分别是在点（3： 0 ,的）和点 ( x ( r ), y ( r )) 的相速度向 M : 

c 2 = ( i (0), if (0)) s ( P ( x 0 . J / o ), Q ( xo , yo )) 

和 

ci - (±( T ), y ( r )) 3 (/> f * ⑺, v ( r )), Q (* ⑺, v ( t ))), 

其中在推导 (13.2.8) 时我们用了关系式 （13.2.6) 和 (13.2.7). 

现在注意到由于 y ( r ) = d ，得知 y ( r )(= yd + g ( x ( r ) f d )) 有界非零.因此，由 
(13.2.8) 

tj / ( yo - y + ) = 0( e ^ 

这就给出了引理的结论，因为当的 — y + 时 r ( yo )- + oo , 又因为由假设 A + 7 < 0 
得夕 < 0. 证明 完毕. 

因此，若记 V = yo - S /+， 从（13. 2 . 2 )和 (13.2.3) 得知 Poincare 映射 T : S 0 S 0 
可写为形式 

v = a ( fi ) + + 0(7?)， v > 0， （13.2.9) 
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其中 a (/i) 是分界线 r 「 和 17 的分裂参数， 77 是增长函数，它或者是强压缩 (A+7 < 0), 
或者是强膨胀 (A + 7>0). 回忆的符号与 M 的符号相同（一般地， a(/i) 与 M 成 
比例，但我们没有用这个性质). 

这两个映射的分析是显然的.相应的 Laraerey 阁如图 13-2.4 (A + 7 < 0) 和阁 
13.2.5 (A+7>0) 所示.当; V + 7 < 0时，映射的不动点 v » 仅对 0 存在•它 
对应于 M > 0 时的极限环 L-(/x), 在 M = 0 对应于分界线回路 1 形式上，映射: T 在 
^ = 0没有定义,但是由连续性我们可定义它，假设 T ( M + ) = 由于映射 r 

是压缩，不动点是稳定的（在 /x = 0是单侧稳定).因此， L ~( n ) 稳定环且回路 r 也稳 
定（这推广了上一节的定理 13.1 的 C 1 - 情形).注意在> 0,当《 — +OC 时分界线 
ITW 趋于 L -{ n ). 



ffi 13.2.4 对应于 13.2.1 中分支的 Poincar6 映射的 Lamercy ffi 



图 13.2.5 对应于图 13.2.2 中分支的 Poincart 映射的 Lamerey 图 . 

在 A + 7 > 0的情形，不动点 V { H ) 不稳定且仅当 P < 0时存在.当 M < 0时它 
对应于不稳定极限环 H / i)，M = 0 时对应于分界线回路 • 

注 3 当系统至少是 C 2 - 光滑时，我们可在0附近引人局部坐标（见引理 
13.1)，使得 




咖 ） =t^+ 0 (v —)， 
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其中 t ;= 是鞍点指标.这时映射 (13.2.9) 的不动点满足下面的 关系: 


，• = a (/ i ) +刪卜•广⑷+…， 


由此我们有 


(-S) 


1/心> 


对入+7<0, 
对 A +* y >0. 


(13.2.10) 


注4上面的证明方法可容易地被采纳到对一般二维曲面上的分界线回路的悄 
形， rfn •不管曲面是可定向还是不珂定向.在这两种情形映射都有形式 （13.2.9). 但是 
嬰注意，如果分界线回路的小邻域同胚于环域，则 A >0. 而如果 f 的邻域是 Mobius 
带，则/I < 0 (后者 S 然对应于不可定向的情形).在情形 -4 >0, Andronov-Leontovich 
定理成立，无需改变. 

现在详细考虑 A < 0 情形.首先确定 >4 < 0, 1 / > 1 ( A +7 < 0) 时相应的 Lamcrey 
图（围 13.2.6). 正如可定向情形 ， /i > 0时存在稳定不 动点： V 实上，映射 r 递减并 
压缩， 因此， 映射了将 K 间 [0, a (/ i ) = 7(0)1 映到它自己内部，由 Banach 压缩映射原 
理在这区间内存在唯一稳定不动点 • 

对应于情形 "(M) < 1的 Lamcrey 图如 13.2.7 所示. 这里，与可定向悄形相反, 
对 ； i >0 存在不稳定不动点 VM . 

注意，对可定向悄形 M > 0)，在= 0的分界线回路进内邻域 U 中附近轨 
线的极限轨线…> 1时是 w - 极限 t 1/ < 1时是 a - 极 限）. 反之，在不可定向悄 
形 M < 0)， r 上的每一点是非游沫点，它不珥能珞极限点 • 这表明极限点是非游级 
点(见第8章)时，其逆不真. 
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^<0 / i =0 p >0 

围 13.2.7 对> 0 时皸 点的不可定向分界线回路的 Lamcrey 图 


注5分裂参数 a ( M ) 珂以是满足上面符号条件的 M 的任意连续函数.当系统 
光泔 依赖: f M 时，如果 a # (0) # 0,则族；^与分支曲 面横截 相交.在这悄形我们总可 
以假设 a (/ i ) =卩. 

注6由上面分析得知，攒截族的 Poincare 映射的所冇性质都玎由简化映 
射 

y = ^± y v (13.2.11) 

展示，其中 t /# 1. 符号“+”对应于可定向悄形，符号“-”对应于不可定向悄形.本 
质上，映射 （13.2.11) 坫具有非零鞍点最的分界线回路附近 Poincare 映射的一类规范 
形. 

我们现在可以讨论具有两个零特征指数的平衡态分支.这个分支相勞著名，闪 
为它的分析儿乎包含了所有余维丨分支. 

一般地，在具有一对芩特征指数的平衡态（0,0)附近中心流形上的系统可表示 
为 

i = y + g{x, y), 
y = /(:， v )， 

其中/和 g 以及它们的一阶导数在原点为零.注意，我们假设在原点的线性化矩阵 
有 Jordan 块. 在这一种情形下我们可引人 V ^ 9 { x , y ) 作为新的 y - 变鼠，而将系统 
化为 


其中 h ( x , y ) 为三阶小量 


i = y, 

y = ai 2 + bxy + h { x , y) y 


(13.2.12) 
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假设系数 a 和6不为零.我们可尺度化相变 M 和时间变 虽使得 系统写为形式 

y = x 2 ±xy + h ( x , y), 


(13.2.13) 


其中“+”对应于 6 > 0, “-” 对应于6 < 0. 注意变换 t — - t'y — — y 将第一种悄形 
化为第二种情形.我们在 （13.2.13) 中： ry 舫选择符号“-”. 

系统（13.2.13〉在 0(0,0) 附近轨线的性态如图 13.2.8 所示.为研究这点附近的 
分支，考虑可写为下面形式的双参数族 


i = J /， 

y = ^1 + + x 2 - xy + h ( x t y , n ). 


(13.2.14) 


其分支图和对应的相图如图 13.2.9 所示. 分支曲线 M,...，L 4 将平面分 
成四个区域 A ,--- ,Z> 4 . 由于在区域内不存在平衡态，当 t — ±oo 时所有轨线 
都离开相空间原点的邻域.当从穿过曲线 = ^ + 或曲线 

乙 4 : { 蝌= _ + ••• ，妁 < 0> 时,那里出现鞍-结点平衡态.这个鞍-结点在 M 和心 
上的第一个 Lyapunov fi ~不等于零的意义下是简笮的.但是，在这些曲线上轨线的 
性态存在差 别:在 M 上鞍 
坫稳定的.穿过 


鞍-结点在结点区域是不稳定的，而在 M 上，它在结点区域 
-结点分解为不稳定结点和鞍点.当参数继续变化时，结点变 


成不稳定热点，如阁 13.2.9 (区域 D 2 ) 所示.在曲线 h : </ii = 2^ +o(^),/x 2 <0} 

上系统有稳定分界线 问路. W 此，在 K 域 D 3 存在由分界线间路产生的稳定极限环. 
热点在曲线 L 3 : { 川= 0./12 < 0( 上变成弱焦点，它有一对纯虚特 征值. 相应的 
Lyapunov 鱿在 L 3 上为负.当从 D 3 到 D 4 移动时稳定环坍缩为弱焦点并在曲线乙3 
上由于超临界 Andronov-Hopf 分支而消失，因此焦点继承稳定极限环的稳定性.在 
曲线 L 4 附近，稳定焦点变成稳定结点，并在 曲线“ 上与鞍点合并.两个平衡态在 
K 域内消失. 

曲线 L u L ^ L a 的渐近性来自在平衡态对系统 (13.2.14) 的线性化分析.应于 
分界线回路的曲线 L 的存在性对分支问题的完全性是必、要的.在曲线心上从弱焦 
点产生的稳定环必须在间路上消失（当向 h 移动时 )• 

曲线 L 2 的渐近性可以如下得到•假设 （13.2.14) 中的⑷ < 0. 经变最和时间的 
尺度化: a： xy /\ iir\,y yl/nl 3/ V 一 ^/l^il 1/4 * 系统化为形式 


y = -1 + Cx + x 2 - exy + o ⑷， 


(13.2.15) 


其中 C = 一 f 2 - 以及 e = I川 1/4 .在 e = 0,这个系统变成 Hamilton 系统，它的首次 

vW 
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图 13.2.8 A 有两个；特? iE 指数的乎衡态附近的轨线件态. 



图 13.2 9 (/ii./ia ) -参败平面内 Bondanov-TWwns 点的分支明. 


积分是 


好4 


+ X- 



系统在 x = xo---C + (和 y = 0) 有鞍点平衡态，其分界线回路是积分 

H 的等位集的一个各枝. BP T = { H ( x . y ) = H ( x o , 0) y x < x 0 }- 对任意小非零 e ， 这 
个系统不再是 Hamilton 系统，//也不再是它的首次积分，因为在 e = 0 有片 - 0. 
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-般地，回路分裂.很明显如果对某个 C 

基 J :: ⑴) 邮 =。/ 

则对充分小 e 妾0 回路分裂(这里(I = z(0, y = y{t)) 是在 e = 0的同宿轨线).由系 
统 (13.2.15), 这个不等式可写为 

J xi/(a:)di / 0 ， 

其中 A 是冋路 r 与 z -轴的交点， //(xo,0) = H ( x l ,0 ).y = y ( x ) mr 的方程，即 
H { x , y ( x )) = H ( x o ,0) t 见图 13.2.10. W 此上述不等式化为 

J x(io - x)y/x- X\dx 參 0. 

它可容易求解，因此给出 c.c， 的这些值对应于非芩 e 的回路 分裂另 
-方面，我们可以证明存在曲线 c = C- + 0{£) 对应于 e / 0时分界线冋路的存在 
性.回到 （川 ，抑） ••平 面给出曲线 L 2 要求的渐近 •• {抑= 



图 13.2.10 回路是等位线 //( x , y ) - H ( xo , 0 ) 的相应 Hamilton 系统的相 ffl . 

这个在平衡态具有两个零特征指数的分支图已经知道很长时 间了. 但是还存在 
证明极限环的唯一性问题.换句话说，我们必须额外证明除了 M ，... ，仏以外不存 
在其它分支曲线（即对应于半稳定极限环的曲线 )• 这个问题已经由 Bogdam > v [: i 3 ] 和 
Takcns [146] 独立解决，以后这个分支躭以他们的名字命名 • 

13.3 具有零鞍点置的分界线回路分支 

E . Lcontovich 第一个考虑了具有零鞍点當勿的鞍点的分界线回路分支 问题她 
证明了下面的定理 •- 
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定理 13.5 ( Leontovich ) 如果在 Dulac 序列中 


f^o = si =•••== s n -i = (T n -i = 0, s„ # 0, 

则从鞍点分界线回路分支出的极限环不多于 2 n 个. 

如果 

<7 0 = «! = ... = 5„ = 0, a n ^ 0, 

则从分界线回路产生的极限环的个数不超过 2n+l. 这些估计是精确的，即可扰动 
系统使得所得系统分別有 2n 或者 2n + 1 个极限环. 

Leontovich 在对上面定理的证明中，假设了系统是 C* ■-光滑， r 彡 4n + 6 .酋先 
她证明当第一个鞍点里接近于零时，在鞍点附近系统可变换成 


x = 一 x(l + c - a\xy - < r „( xy) n - ( xy ) n + l F (*, y )), 


(13.3.1) 


其中1 p 是鞍点指标， A 是鞍点 S , F 是光滑函数.假设< 1. 坐标变换的 
构造可如 f = 0的悄形以相同方法进行（见引理 13.2), 唯-区別是公式 （13.1.14) 现 
在修 改为： t 

a ⑷ = rrei Mx8) 8^<)^ 

0 (13.3.2) 

r l da 

= y o 办 (y，) al + (fc + 1)c - 

我们可以通过引理 i3.2 的证明追踪坐标变换是 c 卜 (2n ■^的，函数 f 是 c- (2 " +3 > 
-光清的 ■ 

Leontovich 证明的下一步是计算局部映 射. 亊实上，她考虑从截线& {i/ » rf} 
到5 0 ： {x = d ) 的映射，即按我们的记号是局部映射几的逆.注意，按照定理的假 
设，仅仅最后一个鞍点 ft A 是有界非零，而〜，...都是 小谨. 因此,尺度化时 
间变©，系统 可货写 为形式 


x = 


(13.3.3) 


j/ = I/(l + e + ^ixy + --+ ^n(xy) n + (xi/) n+1 F(x,y)), 

其中系数 f 和&，." ,d n -i 都是 小氣 有界 非零. Leontovich 证明对系统 （ 13.3.3) 
映射 Tf 1 有形式 3 

y 0 = xi + £[^xi + ^i(xi)) •♦- ailOxj 4- V» 2 (^i)] + ••• + o n \Qx^ 1 +^ n +i(ii))» (13.3.4) 
3 这个公式可如定理 13.3 的证明 M 边值问題的方法 推导 . 




其中 
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以及对某 (5 > 0有必 c = 0(x{ +i ) (此外，对 j = I,". ,2r* + 1，咖^的 j 阶导数有如 
0 (^ + 6 ) 的估计). 

大范围映射乃 ： A — 为的 Taylor 展开表示为 

1/0 = /^ + Xie ai 4- + • • • + + 0 (xy + 1 ), (13.3.5) 

其中 p 是小分裂参数，&,•••，〜是分界线逛由定理的假设,5„_!是小 a. 
第 n 个分界线 M 〜在定理的第一个悄形是有界非零的，在第二个悄形是小抵_ 

如果系统有极限环，它与&的交点的2^ - 坐标满足 T^ l ( Xl ) = TilxO. 因此， 
极限环的个数问题在这里化为光滑（至少 C 2 "- 1 ) 拟多项式 

G(xi) = -/i + [i( 0 Xl + 0 (x\ +s )) - x,(c-» - 1)] 

+ [ay( 0 x 2 + 0 (x 2+6 )) - a 2 x 2 \ (13.3.6) 

+ [^n-l(0x^ + 0(xr 4 )) - + O n \0x^ X + 0(l n+, )| 

的零点个数问 fifi (其中 <5不必是整 数). 在证明这个定理时， Leontovich 发展了上面 
类型的拟多项式的 (t 算，这允许她证明对小的 mOu ，如果〜有界非零, 
则函数 G 对小的 A 不可能有多于 2n 个的芩点，或存，如 采〜 是小燉，则零点不多 
于 2n + 1个. 

为了完成证明，我们还必须证明这个估计的“粞确性”.为此， Leontovich 非常 
详细地构造了一 个只有 所给个数极限环的扰动系统 • 

注意，她并没有利用有限参数族.不过，她知进可找到适当的横截族，使衍定 
理 13.5 的第一种情形中的控制参数是 ••- ^„_ lt 或者在第二种情形挞 

我们冋顾这个定理的证明，显然完全只是叙述性的. Leontovich 原来的证明由 
两大部分组成.并存放在莫斯科的 VINITI 档案馆， 闵此， 只有苏联的研究者可利用. 
30多年以后， Koussaric 独立发表了分支周期轨进个数的上述估计的证明，但没有证 
明它的“精确 性”. 读者如有兴趣欲知其详可参考评论 [ 73 1. 按照这个评论的精神， 
Leontovich 定理可改述如下： 在一 般平面光滑向量场的 P 参数族中，从粗鞍点分界 
线回路分支出的极限环个数不超过 P. 此外，这个估计是精确的 • 

现在让我们更详细地研究余维 2 情形.回忆这种悄形的两个不同条件:第一个 
是分界线回路的存在性条件，第二个条件是当第一个分界线呈^非零时第一个鞍点 
Mere 为零. 后一个等价于 A^\. 我们将假设 A < 1，因为4 > 1的情形由时间反 
向直接得到. 
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由 13.8 节的结果得知（见公式 (13.8.30) — (13.8.32)) 在某 C ^ 1 -坐标下局部 
映射孔可以写为 

xi = Vo + Avo ), 

其中1/是鞍点指标，在分支点它等于 1. 函数^对某个有界异于零的正数 J 满足估 
计 

< fi { y ) = o ( y x+s ) t 

^' Hv ) = oiy l ~ M * s ) (5 = l,...，r 一 2)， （13.3.7) 

⑼ = 0( y v - ( r -”). 

结合上面对局部映射的公式和对大范围映 射 的公式 (13.3.5) (在 n = 1)，我 
们得到 Poincare 映射 T ^ TjoTo 的方程 

y = /i + A ( fi , f ) y We + y > 0, (13.3.8) 


其中 i / = 1 + p 坫仍满足 （13.3.7) 的新函数.我们将假设系统至少是 C 3 - 光滑， 
因此 Poincard 映射 (13.3.8) 至少是 C 2 - 光滑. 

这个映射是 单剁增 加的一维映射（闪为对平面系统4 > 0). 这个映射出现的仅 
有分支是異有乘子等于+1的不动点分支.这种点的1/坐标必须满足 


y = /i + A ( ti ,£) y x * € + o ( y 1+i ), 
la(l + e)i4(p ， e)y*+W). 


(13.3.9) 


第二个方程的右端至少是 C 1 - 光滑. 因此.当£ < 0时 y - 坐标可由下面方程唯一 


确定: 


y-e-U^W-HKA^W). 


(13.3.10) 


映射在这点的二阶导数等于 


(l + e)A0i.c)€V c - 1 +o{v- 1 ), 

显然它不为零.因此，鞍-结点不动点是简单的•将 (13 3.10) 代人 (13.3.9) 的第一 
个方程，我们得到对应的分支 曲线心 的方程为 


/i = w-M(0 ， e) 1/kl |l + o(l)]. (13.3.11) 

分支图如图 13.3.1 所示•曲线 M 对应于半稳定极限环.曲线 h (负 e - 半轴) 
对应于具有正鞍点 S 的分界线回路，而曲线 M (正 e _半轴）对应于具有负鞍点敏 
的分界线回路.这些曲线将参数平面的原点邻域划分成三个区域 在区域 D : 存在 
两个极限环.穿过 la 它们重合并消失，故在区域 A 内没有极限环•从到在 
曲线 L 3 (勿 < 0) 上由同宿回路产生一个稳定极限环.对 D a ， L 2 和中的参数值， 
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m 13.3.1 在可定向情形 (0 <>4 < 1) 具 有零鼙 点屋 (A + 7-0) 的鞍点間 TS 回路分支 ffl . 参数 M 
控制冋路的分 裂,* 的符号与鞍点 R 的符号相反. 

这个稳定极限环 存在. 穿过曲线 h 从同宿回路 （办 > 0) 分支出又有一个极限环，这 
时它是不稳定的.这个分支阁诚于 Nozdrachcva (99). 

接下来让我们考虑情形 -1 < >1 < 0,它对应于不可定向曲而上的分界线回路 r 
(情形 A < -1 用改变时间方向类似得到).这时 f 的邻域足以 r 为中线的 Mobius 
带. PoincaM 映射在这种情形下也有形式 (13.3.8), 其中函数满足估计（13. 3 . 7 ).但 
玷，现在我们箔要电多的光滑性，因此假设系统至少是 C 4 - 光泔，即在 （13.3.7) 中 
r 彡 4. 

由千 A < 0, Pom C ar 6 映射递减.在该情形的新特征钻这种映射可以有煳期2轨 
jfi , 它对应于所谓的二 ffi 极限环.它们可以通过倍周期分支（不动点具有乘子 -1) 产 
生，或者通过二取同宿回路分支产生.后者对应 Poincar 6 映射在 y = 0的岡期-2 
点（见 13.3.2). 



图 13.3.2 对应 于二里 分界线回路的 Lamerey ffl . 






由于 t ( o ) = a 当 


具有零破点量的分界线回路分支 


0 = 0 + A ( n ,€) n l+e o ( n l+s ) 

时出现二蜇回路.由此约束我们得到下面对应于二重回路的分支曲线心的方程是 

/i = |>4(0， e)| 1/w [l + 0(1)1， e < 0 . (13.3.12) 

由于 e < 0 ,鞍点钮是正的，因此这里从分界线回路分支出的周期轨道不稳定. 

注意到曲线 L 2 位于由系统 


y = M + A (/ x ,€) y 1 + e + o ( y 1+i ), 
-1 = (1 + e ) A (/ i f e ) u € + oii / 6 ) 


(13.3.13) 


定义的曲线 Za 的上方（见图 13.3.3), 它对应于倍周期分支.从 （ H 3.13) 消去 y 得 
到曲线 M 的方程 

/i = ?| A ( 0 , e ) l 1 ^ [1 + o ( l)] t e < 0 . (13.3.14) 

这个情形的分支围 （(38 j 中提供的）如阁 13.3. 3 所示.它包含下面四条分支曲线: 



m 13.3.3 在不可定向悄形 {- 1 < A < 0 ) 具有；鞍点 g 的鞍点同宿回路的分 支图. 控制参数与图 
13.3.1 中的相同. 


. L , 对应于倍周期分支，即对应的结构不稳定极限环的一个乘子等于- 1 ，第一个 
Lyapunov 最 4 为正. 

4 为了计算 Lyapunov «. 我们 S 少需要 (13.3.8) 的右埔承数的三阶导数,这就是为什么我们要 
求在 (13.3.7) 中 r > 4. 
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• L 2 对应于 Mobiub 带上的“二重”分界线回路.在这条曲线上鞍点 M 外是正的. 

• ( 负 e - 半轴）对应于具有正鞍点 M 勿 的简单分界线回路以及 
• 心 （ 正卜半轴）对应于具有负鞍点量内的简单分界线回路. 

这些曲线将 ( n ，£) -参数平面按轨线结构稳定性态分成四个区域. 

K 域认中不存在极限环.从 A 朝仏移动，在曲线二上由简单分界线回路产 
生一个稳定极限环.在 k 上对 (TO > 0,从一个二茧分界线回路分支出一个不稳定二 
S 回路极限环.因此在区域 d 3 存在两个极限环一个稳定，另一个不稳定.在曲线 
l , 上不稳定二 m 极限环与稳定极限环合并.此后只有一个单回路不稳定极限环停留 
在区域中.在曲线 l 3 上它附在同宿回路内. 

注意我们还必须证明在这个分支阁中不存在其它分支曲线.即不存在周期 2 的 
任何鞍-结点轨道.映射 (13.3.8) 的周期2轨逬 { yuV 2) 必须满 足方程 


j/2 = /i + A(fi,€)y\^ e + ^p(yi), 

Vi = M + A^,e)y\" t + p(V2). 


(13.3.15) 


如采 ( yi . y - 2 ) 是这个系统的解，则 （ V2 ， y ») 也是解也存在解 y ! = y 2 = vo , 其中如是 
映射 （13.3.8) 的唯一不动点，对 M > 0它总存在.因此，为了证明不存在调期2的鞍 
-结点轨道，只葙验证系统 (13.3.8) 冇不多于三个解， 包括® 次.这个验 ilF •将在 13.6 
竹对史一般系统（见 （13.6.26)) 进行,它对应于 ct 0 =0 时的高维鞍点同宿冋路分支. 


13.4 由同宿回路 （dim = 1的情形)产生周期轨道 

现在我们研究商于二维的同衍回路分支.考虑3^+ 1 (或#更一般地在 （ m +1) 
维光滑流形）中具有鞍点平衡态的 - 光滑 （r > 1) 系统的连续单参数族 A ,. 
不失一般性，可以假设对所有 M 平衡态在 取点. 还假设 O 的特征指数中只有一个是 
正的，其它的都位于虚轴的左边.分別 id 这些特征指数为1和 M ，...， A m ， 满足 


7 > 0 > Re A ^, i = l ，--.， m . 

由假设，鞍点 O 的不稳定流形 VV - 是一维的，稳定流形 W 是 m 维的.不稳定 
流形由三个轨道组成 ：鞍点 O 本身以及两条分界线和 IV 假设在 m = 0 系统冇 
鞍点0的分界线回路，即 t — + oc 时 h 趋于 O . 由此 


I \ C W \ 

除此以外，我们还假设回路对 分裂： 如果 p > 0则向内分裂（在 w 上方)，如 
果 /i < 0则向外分裂（在 W 下方). 

我们先考虑负破点量 a 的悄形 


(7 = *1 + tnaxRc \i < 0. 


(13.4.1) 




由同宿回路 （dim * 1的情形)产生周期轨道 


几何上这意味着鞍点附近的线性化流收缩二维面积.依次，这表明任何两个截面之 
间的局部映射是压缩的（见引理 13.3 的证明).由于这个缘故，这种同宿回路附近的 
系统的动力学保持简单. 

定理 13.6 (Shilnikov [130]) 当在鞍点的鞍点最 a 为负时，对 M > 0从同宿 
回路产生单个稳定周期轨道 L . t ^+ oc 时分界线 h 趋于 L . 对< 0,在同宿回 
路的小邻域 U 内不存在周期轨道.当 t +00时；^的轨线或者趋于 L (或者趋于 
n = o 时的回路 r )， 或者趋于 O , 或者离开 I /. 

这个定理的定性性态描述于图 13.4.1. 



p<0 p»0 P>0 


ffl 13.4.1 ao <0 时从鞍点分界线回路产生的稳定周期轨进. 

职先，这条定理玷对 C 2 光滑系统证明的.我们在这艰强调，我们的证明包括 
C 1 类系统，这允许我们盘接用这条定理到定义在 C 1 - 光滑不变流形上的系统（见 
定理 13.9). 

上面定理的证明基于对 Poinca^ 映射 T = T l oT 0 的 研究. 通常，某两个截而& 
和& 之间由 o 附近的轨线定义的 W 部映 射记为 ％,以及由接近于同宿回路 r 的轨 
线定义的从&到灸的大范围映射 id 为乃. 

我们在 O 附近引人坐标 (u,y),ti€ R m ,y€R I , 使得不稳定流形在 O 切于？/轴， 
稳定流形切于 u - 空间. 因此，系统在 O 附近可以写为下面的形式 


tk = f ?(# i)u + p ( u , y ,/ i ), 

y = 7(/*)y+ 


(13.4.2) 


其中 p 和 (7 以及它们关于 ( u , y ) 的一阶#数在原点等于零；矩阵 B 的特征值 Ai ( m ), 
… , A m (/ i ) 按假设有负实部,特征指数是正实数. 

设 A /+ 是同宿回路 r 在上的某一点，是 r 在上的一点.我们选 
抒这些点充分接近于0使得珂以构造两个与 h 横截相交的截面：截面灸通过点 
A/' 截面& 通过点 M- (图 13.4. 2 ). 由于稳定流形切于 u- 空间，得知如果充 
分靠近0，则在 M + 有 ii # 0.回忆 u 是以 tii ,--- . Un , 为坐标的 向量. 由于它们的 
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选择是任意的，假设在 M + 有心/ 0. 因此，我们可以选择 截面灸 为在 W =常数 
上通过 M + 的小面积区域.另一个通过的截面&是 y =常数上具有小面积的 
区域. 



围 13.4.2 定理 13 .fi 证明的示意图. 

因此， U 1 = ( W ， … ， ti m ) 为在&上的坐标， ( y °, u °) = ( v , ti 2 ,..- ，〜）为5 0 上 
的坐标.在本书的第一卷的 6.2 节（引理 6.1) 我们已经证明 



(13.4.3) 


其中 ti 1 = r 0 ( v °, u 0 ) (即 从灸上 ( ti °, y °) 出发在点 u 1 与 P 相交的轨道 )， r 是两个 
对应点之间的飞行时间.由餵面接近0移动可使得 B 6按黹要充分小. 

在稳定流形上的轨进对所有正时间都停留在0的小邻域内.因此，对^上接 
近于的点的飞行时间 t 很长. 从而，公式 (13.4.3) 意味着映射 7b 是强压缩（回 
忆由假设 a < 0). 正如前面指出的,这个压缩是线性化流收缩面积的直接结论（在引 
理 6.1 中类似于 （13.4.3) 的估计的证明是基子更一般的方法) • 

注意到稳定流形将截面为分为两个部分，映射 To 仅定义在上面部分％+ (从下 
面部分出发的所有轨道都离开 o 的小邻域向另一个分界线 r 2 靠近，因此与 A 


不相 交). 

正像二维情形，从 A 到为 由同宿回路附近系统轨线定义的大范围映 射乃是 
点 M - 的小邻域到点小邻域的微分 同胚. 从而它的导数有界. 

因此， Poincare 映射 r = 7\。7* 0 是从贫到的强压缩映射.显然，当点 
MesS 趋于边界知0 = 时，它的像 r 0 M 趋于点= r ,{ ti ) C \ Si . m 

此由连续性，我们可定义 


T5 00 = M + (M)sT 1 M-(#i). 
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Ai 是复的悄形将在后面讨论（定理 13.8). 

我们作下面的非退化假设 5 : 

⑴ r 幺 V . 

(2) 扩展不稳定流形在 r 上的点与稳定流形 W 横截相交（图 13.4.3). 



m 13.4.3 定理 13.7 的胩退化条件的示意田：阆衔回路沿霣主方向进人鞍点.两个流形和 
W 彼此横截相交. 


传统上，这个条件写为 

我们将在下面借助映射 定义量 A . 它类似于在 13.1 节和 13.2 节引入的二 
维情形的分界线 fi 九冋忆 A 在二维情形总是非零的.但是， 在岛维 4的非芩是一 
个基本假设. 

我们在这里考虑的情况是下一节定理 13.9 的一个特殊情形. 6 从这个定理得知 
( 应用改变时间方向的系统）单个鞍点周期轨道^是由同宿回路产生.它有 m 維稳 
定流形和二维不稳定流形.这个结果类似于定理13. 6 .但是，注意那是在负鞍点租 
情形，主要结果（产生唯一稳定极限环)的成立没有任何附加的非退化要求（主稳定 
特征值没有地方要求是单的或实数).相反，当鞍点 M 是正时，非退化假设 （1) 和 
(2) 的破坏导致产生更多的分支.我们将在 13.6 节研究这个问题. 

~5回忆强稳定不变流形 VV ** 在^>切于线性化矩阵对应于非主特征报败 >2,... , A m 的特征空 
间它是 （m _ 1) 维的11将 VV 划分为两部分 • W 中不厲于 VV * 的轨道当 t — + QO 时沿着主方 
向趋于 a 扩展不稳定流形是光滑不变的，它在 O 切于对应子特征指数7和乂的特征空间. 

6考虑定理 13.9 中一维橡定流形的情形并改变时间方向.于是定理中的条件 （1) 和（ 2 )与上面 

两个非退化假设重合. 




进一步我们假设系统是 C 的， T* > 2. 7 在这种情形下系统在 O 附近可写为形式 
| 见 13.8 节和公式 (13.8.28)] 

i = -Xix + /n(*,»)* + /i2(*. u,y)u, 

u = B 2 u + f2 \{ x , y)x + fr2 ( x , u , y ) u , (13.4.4) 

y = m 

其中: T e R 1 和 V e R l 是主坐标， U e R— 1 是稳定的非主坐标向适， b 2 的特征值 
(A 2 ，…， A m ) 位于直线 Re( ) = Ai 的左边.函数 / i3 满足 

/a(x,0) = 0, /^(O.O.yJ^O. (13.4.5) 


在这些坐标下稳定流形局部地由 y = 0定义，局部不稳定流形由伏== 0，u = 0} 定 
义,强稳定流形由 {x = 0,y = 0} 定义 • 

扩展不稳定流形在不稳定流形的点切于平面 u = 0. 唭实上， ti 的方程在 
{X = 0，u = 0} 的线性化是（这甩我们用了在 z = 0有 / 21 = 0) 


u = { B 2 + /»(0,0，y(t)))u. 


由此得知沿宥州匕平面 ti = 0关于线性化流是不变的，并在 O 与横餵相交. 
因此，这琪实上在上唯一确定了 的切线（见第一卷 5.3 节). 

由假设，回路 r 当 t — +OC 时沿着 a : 轴进人 O. 間时它在 t = -oo 离开 O 时 
与2/半轴局部地敢合.假设 r 与 O 分别从正 z 和1/这边相连接 • 

选择两个与 r 横截的截面为 ： {a： = d} 和 A : {1/ = d}，d > 0是某个小数.用 
(i/o，uo> 记灸上的坐标，（^,叫） 为& 上的坐标.我们的兴趣是在 r 的小邻域内会发 
生什么，因此，假设对某小《5 > 0,在灸上 || tio_ti+|| <在，以及在负上 ||xi,ui||<(5. 
这里，是点 A/ + (o,ti + ) = rnso 的 w 坐标. 

M 部映射 To ： So -* 5, 在给定的坐标下改写为（见 13.8 节公式 (13.8.30)) 


xi = yjd 1 ^ + o(Vo). u i = °(Vo)» (13.4.6) 

其中^ =丛是鞍点 指标. 注意，在 (13.4.6) 的右端只有〆甙)类型的项依赖于冲. 

局部映射 定 义在知的上半部分5+ : {yo ^ 0} (从 y 0 < 0出发的轨道沿着 
另外的不稳定分界线离开0的小邻域，这条分界线局部地与！/的负毕轴敢合).从 
(13.4.6) 立刻看出， A 上的像 ToS ； 是顶点在点 Af-(0,0) = 两条边在 

切于(在我们的坐标下的&轴）的曲线三角形（图 13-4.4). 

~ 7 在 C 1 -情形 F 我们这里得到的函像仍成立，但是当系统至少是 C 2 时，分析变得更加 明显. 
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图 13.4.4 局部 Poincare 映射 7 b 将截面 Sb 的上半 部分对 映为 截向& 上的曲线 H 角形. 
5 onW ,' oc 中的点映为单个点 M -. 

我们可以看到映射％沿着 li 方向是强压缩的，又由于^ < 1 (等价于 （7 = 
*7 +心 > 0>,沿 y 方向是膨胀的, 8 即 


dx \ 

^yo 


» i . 


由 o 的小邻域外接近于 r 的轨线的流定义大范围映射 r , ： 5, - s 0 . 在&上 
脱点 m - 的小邻域内，映射7\可以写为形式 


ih =卩 + a n x i + ° i 2 u i + • • • ， 

Uo = 十 021*1 + 022^1 + ■ • • I 


(13.4.7) 


其中 M 是回路的分裂参数.如果我们记 M + (/ i ) = r ^ nSo ^ 则 （ M , ti + (/ i )) 
是这点的坐标.由定义在 Ai = 0, A / + € W ^ c f ] So . 当 M > C 时，点 M +( m ) 位于5 0 + 
内，即回路向内分裂.当 M < 0时，点 Af + ⑻位于％内，即回路向外分裂. 

由于7\是微分同胚，我们有 


△ = 011 012 卜0 
^21 «22 I 

«我们巳 g 在 2.4 W 綠在紋 WiSS 紐的 tf » 肺述过这 个隱. -麟的非线性 
系统,这个图像由 6.2 节证明的估计 得到. 亊实上，由引理 6 . 3 得知，在我们的情形, So 的任何直线 
{uo = 常数， yo 多 0 } 在 7b 下的像 是在& 上的曲线 


= <* noc ( 

1的一 S 


i . uo ), *i ^0, 

其中叫 OC 是光滑函数.它与它关于*丨的一阶导败在 *1=0 处饵等于零.因此,对任何固定的 tiO , 
这条曲线在点切于 A 轴•因此,整个集合 ToS ^ 是切于 X ,轴的曲线禊.由引理 6 _1 沿 U - 方 
向乐缩，沿 V - 方 向彩胀 •注意，我们这里的记号与 6 2 节的不同.为了与引理 6.1 —引理 6.3 的对 
应,我们必须作下面的 S 换: 6.2 节的映射 7 U 是我们这里映射 7 b 的逆，这里的截面办^ 次分别 
是 6.2 节中的和 5* n . tt 后，引理 6 .3中炉上的坐标 W # 0 ) 和沪 ut 上的坐标 W ) 
分别对应于这里的 A 上的坐标 （y - 和56上的坐标 ( vo - tK .)- 




由同宿回路 ( 


1的情形)产生周期轨道 


(此外，当流定义在 R n+I 内或者在可定向的流形上时 △> 0). 也得知和 ci i2 不 
可能同时为零.然而，系数 au 可单独为零.记 au s A 由定义， 



(13.4.8) 


注意到 w uE 和 W 在 r 上的横截性事实上等价于条件 A # 0. 另外，截面上 


坐标的选择在这里是重要的 .• 由于我们取:^轴切于直线 w ^ nsu 这条直线的像 


乃 (wsf 门 &) 与{妁 = o} = 横截相交，当且仅当 

结合公式（13.4.6〉和 (13.4.7), 我们得到 Poincare 映射了 #下面的表 达式: 


y = + Ay u + 0(〆)， 

H = u^ip) + a2\y v + o(y u ) 


(13.4.9) 


(我们在这里去掉了下标 ‘*0” 并尺度化变 M 使得 （13.4.6) 中的 ei= 1. 右端关于 u 的 
依赖性包含在 o(^) 项中).注意到分界线诤 A 是作为 Poincar6 映射中&渐近式的 


主项〆前的系数出 现的. 

因此，如果 A ^ o , 则映射 r = r,or 0 与局部映射 r 0 有相同的性质，即：沿《 - 
方向压缩，沿2/ - 方向嘭胀，即它是鞍点映射（见 3.1S 节) . 为上的俅7\5 0 + 类似于 
m 13.4.5 所示.注意到 A < 0时 TS ； C\Si ^0, 就是说,在这种悄形下，从同宿回 
路小邻域内出发的任何轨进在回路附近经过一次迭代以后躭必须离开这个 邻域反 
之，在>1 > 0的悄形，交 rs ^ nsi 非空.对中的任何垂直线 u 0 =常数，它在映 
射 r 的迭代下将位于中，并收敛于从点 A/+ = rn^o 出发的了的光滑不变曲 


线炷. 



AX) A<0 

图 13.4.5 So 上■的像 r5j 是一个楔，当 A > 0 时它映到 s 0 + , 或者当 >1 < 0 时它映为关于 
W { oc C ] So 的倒*楔. A >0 时存在映射的不变曲线订 • 

图 13.4,6 (>4# > 0) 和图 13.4.7 M/i < 0) 显示5 0 +在映射了作用下的像当回路 
分裂时是如何移 动的. 在任何情形，由于映射 T 对 tx - 变量是压缩，对 y 是膨胀，故 
在知它有与 {yo = 0} 横截的光滑吸引的不变曲线 loM - 
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从 1 G ( H ) 出发的轨线组成流的二维吸引不变流形这个流形在同宿回路小 
邻域内的存在性证明，由 6.1 节的定理 6.2 给出，定理的假设在所考虑的情形下与我 
们的条件⑴和⑵相重合. 




图 13.4.6 分界线回路分裂后的映射. 



m 13.4.7 不动点对应于由间宿 M 路产生的鞍点周期 轨道. 当 A > 0 时它的不稳定乘子足正 
的,在情形 A <0 它是负的. 

流形包含对所有负时间位于 r 小邻域内的所有轨线.在 o 附近流形 

与扩展不稳定流形 VV # (不唯一> 重合.因此，如果我们记 “( M ) = 则 

M / i ) 在点与 A 轴相切•由于 A 是不变流形，从 6(/1) 出发的轨道必须在 i 0 ( M ) 
的点与 S 0 相交，即 Ti / i ( m ) = Zo ( M ) •由 (13.4.7) fP (13.4.8) 得知在 Wm ) 的点处，如 
果 A < 0流形与它自己的反定向黏合，或者 A > 0时与它的相同定向黏合.故 
A >0 Qi 是环域， A <0 时它是 Mdbius 带（见图 13.4.8). 

当限制在不变曲线 Zo (/ x ) 上时，映射 T 是一维膨胀映射，当4 > 0时是单调递 
增的，当 A < 0时是单调递 减的. 这种映射的 Lamerey 图如 13.2 节的图 13.2.5 和 
图 13.2.6 所示.因此我们可以看到，如果> 0,则在 r 的迭代下所有轨线都离开 





13.4 由同 宿回路 （ dimW « = l 的情形)产生周期轨道 
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m 13.4.8 ⑷当4 > 0时不变淹形是可定向曲面，或荠 （b) 当 A < 0时是 Mdbiua 带. 


SS ， 如果 A/i < 0,则映射 T 在 lo ( tx ) 上有不稳定不动点由于压缩是沿荇与 
lo ( fi ) 横截的方向，点 Af(/i) & S 0 + 中的鞍点. 

下面的不动点坐标容易从 (13.4.9) 得到 •• 

u 〜 ii + (/i)，V 〜 (子) ' 

由于 Poincare 映射的不动点对应于流的周期轨进，我们可以叙述下面的一个结 
果(见田 13.4.9): 

定理 13.7 如果具有正鞍点 a 的鞍点同宿回路 r 满足条件 （1) 和（2)，则当 
^<0时从回路产生尔个鞍点周期轨道 L ( n ). A > 0时 L(/i) 的不稳定流形是二维 
可定向的（于是只存在一个正乘子大于 1), 或者当 A < 0时不可定向（于是按绝对 
值大于1的乘子是负 的). 对 A/i > 0不存在对所有时间都位于 r 小邻域 C7 内的轨 
道（除了平衡态 o). < 0时几乎所有的轨道都离开 R 例外的是 o, L 以及一条 

以 L 为它的 c - 极限 ， O 为它的 u;- 极限的异宿轨道 9 

在截面灸上,不动点 AT(M) 的局部不稳定流形是通过这一点的不变曲线沁 (W 
的一小段.知上 AT(/x) 的整个不稳定流形可以通过映射 r 对局部不稳定流形的 
迭代来 得到. 由于映射: r 的定义域5 0 + 由曲面 {y 0 = 0} = w^ c (0) 门私界定， 
AT( m ) 的不稳定流形由这个曲面的像界定.因此当4 > 0时，它是由点 M—( M ) = 
Tl M - = r ^ OSo 界定的 /ok) 的一部分,或者当4 < 0时是 lo ⑷在点 M+Oi) 和 
点 T(Af+(/x)) 之间的部分（见图 13 4.7). 当/X — 0时， M -( n ) 的不稳定流形当 A > 0 
时趋于不变曲线 G， 或者 A < 0时收缩到点 M' AT(M) 的稳定流形趋于 {2/0 = 0}. 

_ 9这条轨道是在不变流形人V上 O 的稳定分界线. 
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图 13.4.9 从具有正鞍点最的鞍点间棺回路产生鞍点周期轨道. 

由构造，曲线订是不变流形人1 0 与的交.如果^ > 0, IJ 上点的向后轨 
逍在 ；i = o 趋于点= rn ^ o - 从而，在情形 a > 0,从不变流形上半部分 
(y 0 > 0) 出发的所冇轨道以同宿回路 r 为它们的 a - 极限（也见 13.2 节的注 4 ).由 
于流形人 lo 是吸引的,它必须排斥向后半轨进.因此,不可能存在其它的以 r 为 0 - 
极限的轨进.由此得知，对 A > Q,Mo 的上半部分是唯一确定的回路 r 的不稳定流 
形 （ffl 13.4.10). 



m 13.4.10 具有正鞍点*的鞍点珂定向同宿间路 M > 0) 有不稳定不变流形. 

当 /i / 0 时， Poincare 映射的不动点 M - (/ x ) 对应于流的鞍点周期轨道 
l ( m ) 的不稳定流形交于 o 的稳定流形，因此它以不稳定分界线 r :, 2 为界.由上面 




由同宿回路 ( 


1的情形)产生周期轨道 





图 13.4.11 具有实 A , 的鞍点同宿回路附近 稳定* 形向后时间的性态， 只要非 退化性假设成 

立. 

分析得知，当>1 > 0时 l ( m ) 的不稳定流形是二维柱面，当 M — -0 时它趋于 r 的不 
稳定流形.当4 < 0时 L ( ti ) 的不稳定流形是 Mobius 带，当 — +0时它收缩到 r . 

当 — 0 时， L (/ i ) 的稳定流形趋于包含 r 的 w \ 0 )\ w ^\ 0 ) 的分枝 W 
在 r 的小邻域1/内的特征形式如围 13.4.11 所示. 这里，局部稳定流形珂以沿右 r 
按向后时间延拓，故它回到 o 的小邻域.由于 z / 0,流形 w •与横截相交， 
因此当 t — - oo 时它以流形 VV 为极限 . VV 的这个几何性态是>1的值非零的 J 1 
接结论.但是要注意，在某些情形，即使 A » 0,流形 IV 仍可以以 VV - 为向后时 M 
的极限. 

在7 < 0的情形也应注意，我们冇相同的几何性态，只要 F 面的两个条件 满足： 

(1) 主特征值 M 是单的实数. 

(2) 同宿回路 r 不属 f 强稳定流形，以及 -4^0. 

这里映射 r 仍有吸引的不变曲线/ 0 ⑻，但是（在 (T < 0的悄形）映射 r 在 loM 
上是压缩的.因此同宿回路 r 当 a > 0时具有稳定流形，即以 r 为 u ；- 极限的点 
集.这个集合由通过截面灸的上半部分 s 0 + 的所冇轨线组成，并以^的闭包为 
界.注意，同宿回路的稳定或不稳定流形的可存在性打开 了可出 现所谓超同宿（同宿 
到同宿）轨道的道路，它本质上丰富了动力学.建议读者参考 (69,157,159]. 

正如我们在上面看到的，具有实主特征值的鞍点同宿回路附近的动力学本质上 
是二维的.当我们考虑鞍-焦点时出现了新 现象. 即我们取鞍-焦点平衡态0为鞍 
-焦点型（2，1) ( 按 2.7 节引人的记号）的 C r - 光滑系统 （r > 2 ).换句话说，假设平 
衡态只有一个正特征指数7>0,而其它特征指数 A a , A 2l -. , A m 具有负 实部. 此外， 
我们也假设主（最斿近虚轴）稳定指数是由一对复共轭的心和八： 


入 12 = —p 土 iw ， RcXj <-p<0 (i = 3 ， ." ， m) 




鞍点平衡态的同宿回路分支 


组成.由时间尺度化，我们总可以使得7=1,在整个这一节都这么假设.因此，情形 
p > 1在这里对应于负鞍点 M (故这包含在定理 13.6 中〉.于是，我们在这里将主要 
集中考虑情形 p < 1( 正鞍点量). 

O 的不稳定流形和稳定流形 V 分别是一维和 n 维的.不稳定流形是 O 
和两条分界线 h 和 r 2 的并.由定义当 t _ oc 时 i \ 2 趋于 o . 假设分界线之一 
(ro 当 f — +00 时趋于 O , 从而形成同宿回路 f (图 13.4.12). 



明 13.4.12 鞍-焦点网 挤回路 

在 f 的小邻域内相空间的结构依輓于鞍点指标 p 的符号.我们将符到轨线在 r 
邻域内的性态在情形 P > 1 (简单动力学）和悄形 P < 1 (复杂动力学）有本质的趋别. 

我们的研究是基于通过局部映射:知 — A 和大范闱映射: A — 的》 
加来构造 Poincard 映射 r . 其中办和&是与 r 的适当配合的截面 • 

由本书第一卷附录 A 的结果（也可看 13.8 节的公式 （13.8.28)), 通过某个关于 
坐标和时间的 c r - 1 - 变换，在 O 附近的系统可化为形式 

±1 = -pxx - u;x 3 + fn{x,y)x + fi 2 (x t u,y)u % 

±2 = u;xi -px 2 + /2i (*，!/) 工 + /22(x,ti,y)u, 

( lo .4 .lUy 

ii= Bu + hi{x,y)x + / 32(*， u, y)u, 

y = y ， 


其中 w e Rrn - 2 是非主坐标向费，矩阵 B 的特征值是 （A 3 ，... ,A m ). C- 1 - 函数 
满足 

/ n (x,0)s0, /ij(0,0,y)s0, / 2 >(0,0^) = 0. (13.4.11) 

在这些坐标下不变流形被局部 直化： 它们的方程分别是= {x = 0,u = 0} 
和 V^ c = {y = 0}. 此外，系统在稳定流形上关于主坐标 (xi,x 2 ) 是线性的. 




13.4 由同宿回路 （dim = 1 的情形)产生周期轨道 


假设在 < = -oc，r 朝 y 的正方向离开 O, 即它与 y 的正半轴局部重合.因此，对 
某小 d > 0,我们坷以选取截面5!为 y = d. 

当分界线回到 O 时，它位于稳定流形 y = 0上.如果系统的阶数大于3,我们 
将假设 r 不属于强稳定流形 W. 回忆IV 〜 是光滑不变流形，它在 O 切于 u - 空 
间，以及当 (13.4.11) 满足时，= {x = 0,y = 0}. 回忆由 2.6 节和 2.7 节得知，从 
w^\w aa (因此也从分界线 r> 出发的任何轨线沿着主平面 ti = 0趋于 o, 因此它在 
这个平面的投影是螺线，且与:^的正半轴相交无穷多次.设 > 0,0，t/+，0) 
是 r 上的对应点.取通过这点的截面 S 0 : {a： 2 = 0}. 

由 13.8 节[见 (13.8.30)—(13.8.33)] 得知，在 t = 0从 i: = (x o ,0),u = uo 出发并 
在 f = r 终止于 y = d 的解 （；c ⑴, u ⑷， y ⑷）必须满足关系式 

y (0) = e - T d , 

:( 一 K : :: )1 (: :卜， （13412) 

U ( T ) = 0{ C -^), 

其中项 o{e~n 表示 (x 0 ,uo,r) 的某个 C— 1 • 光滑函数,它以及它所有直到 （r - 1) 
阶的导数哀 滅到 芩的速度快于 

现在我们汁 W 从点€为到&的飞行时间 



将这个表达式代人 (13.4.12), 我们得到下面的由 O 附近的流的轨线表示的 W 部映射 
T 0 : (a：o，wo,Vo) — {xi,x 2 ,ui) € 5i 10 的公式： 

xi = xq coswln ^- + o (|/ o ). 

x 2 =.x 0 (^)%ina；lnl + o(yS) t ( 13 . 413 ) 

ui = o { vS ). 

这里，项 o(yg ) 关于 ( xo , t * o , yo ) 的直到 （r - 1) 阶的导数有如 o{^) 的估计，其中 
是关于的的微分次数. 

注意到映射 To 仅对 yo >0 有 定义. 选择小 (5 > 0,并令是知上的长方形 
{| io - x + | <(5, || tio - u + || ^<5, 0^ yo ^<5} (回忆 （ z ' u ' O ) 是点 M + =厂门灸的 

坐标).从公式 (13.4.13) 我们可以看到 A 中的像 T 0 S ： 看上去像“蛇形”(图 13-4.13), 
它沿着平面 U ! =0 蜾旋进人点 m -( o , o , o ) = rn^i (我们已经在 2 . 4 节详细描述 
过这个形状).由连续性，我们用 7' oW - oc n ^ o ) = A /' 定义在 yo =0 的映射 7 b . 

10 我 _ 们用 U 1 记 A 上点的 U 二坐^用 UO 记灸上的 U - 坐标. 
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y \ 


m 13.4.13 鞍 • 焦点附近 的垛部 Poincmzi 映射 T 0 . 

大范围映射 Tr : 5, - So 由位于 o 的小邻域之外的 r 段邻近的轨线定义.映 
射乃是微分同胚，它将点 M - 映为点因此可以表示为 

Xo = x* anXi + 012X2 + a 13 u! + ••• , 

yo = 021*1 <^22X2 + 023^1 + •' * » (13.4.14) 

Uo = « + + <»31*1 + °323：2 + °33 u l + . • • • 

我们将要求 _ 

A s yja \ x -¥ a \ 2 ^ 0. 

注意，这个条件对三维系统自动满足，那里不存在非主 
形式 

Xo = x + 4 - auXi + ai2^2 + • 
yo = <121^1 + 022X2 + ••• • 

由于大范围映射必须是微分同胚.得知 1 au ai2 | # 0,这实际上得到 (13.4.15). 

| a 21 a 22 I 

在维数大于3时，条件 A ^ O 本质上是非退化条件.我们利用坐标变换使巧系 
统局部地有形式 （13.4.10) 旦恒等式 (13.4.11) 成立，这是很重 要的. 在这些坐标下 
与为的交是直线如= 0,扩展不稳定流形与&的交与空间 w = 0相切 
(扩展不稳定流形是光滑不变流形，它在 O 与横 截). 因此，从 (13.4.14) 我们可 
以看到条件 A /0 等价于 : 门&)和坏 7 oc 门5 0 在点 M + 的横截性条件，即 
等价于扩展不稳定流形与稳定流形 w 在同宿回路 r 上点的横截性 条件. 


(13.4.15) 

u - 坐标.这时大范围映射取 









黢点平衡态的同宿回路分支 


芮此，当 P > 1时， (7* 和 7 V * 之间没有交点.另一方面，当/> < 1时，交 7 V * r >* 非 
空并由两个连通分支组成（图 13.4.16). 几何上显然在每一个分支上存在了的一个 
不动点 . 12 



m 13.4.15 鞍-焦点间 炻回路 附近的 Poincar# 映射的 功构. 



p>\ /»<• 

ffi 13.4.16 对 /»>1 和 p<l 带以及 PoincArt 映射的像 r<r fc 的位置. 

P 0 in C ar 6 映射 T 的不动点对应于系统的周期轨道因此，我们几乎证明了下面 
的定理. 

定理 13.8 如果 p < l , 则在回路 f 的任何邻域内存在无穷多个鞍点周期轨道 • 

这个定理是关于鞍- 焦点同 宿回路附近复杂动力学更一般论断1还包括髙维 
不稳定流形以及（2，1)和（2,2)型鞍-焦点1的一部分 II 36 ].条件 P < 1如同熟知 
的 Shilnikov 条件在这里也是非常童要的，因为在同宿回路附近相空间的结构与定理 
13.6 包含的情形 p > 1相比有着很大的改变.在边界情形 P = 1的主要分支，[29| 

' U 我们宥类似于著名的 Smalc " 马蹄. 






由同宿回路 ( 


1的情形)产生周期轨道 


中第一个考虑当对系统进行小扰动时所引起的从简单动力学 （/>> 1) 到复杂动力学 
(P<1) 的同宿爆炸. 

证明由 （13.4.16) 给出的 Poincare 映射 r 的不动点由下面方程求得 


+ 沒)+0( 〆 )， 


x = i+d - 1 + /4ixj/ p cos (win p + 汐 1) 十 o(y p ), 
u = ii T d _1 十 A2xy p cos (u;ln 》+ 沒 2) + o(I/ p }. 


和 ti 的值由第二个和第三个方程唯一确定: 


(13.4.18) 


x + cT 1 + 0(1^), u = u + d~ l + 0 { y p ). 


(13.4.19) 


将这些表达式代人 (13.4.18) 的第一个方程，得到不动点的 y - 坐标的下面 方程: 


x + 

y = ： A Y yP 


(a; In ^ ^ 


+ o(y p >. 


(13.4.20) 


这个方程右端的图像如 13.4.17 所示.当/> < 1时 （图 13.4.17(b)), 存在凝聚于零的 
无穷多 个根： 

y ；= Ce- Kk ^{l + 0(1)*— + oo)， （13.4.21) 

其中 C = 



图 13.4.17 对 （ a ) /> > 1 和⑻ #> < 1模拟的-维 Poincare 映射， 
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映射 r 在对应的不动点的 Jacobi 矩阵为 I 见 (13.4.16), (13.4.19) 和 (13.4.21)] 


^ ( _ 1) * + M ^ ( j / . ) p - i (1+o(1)) 

oiiviy - 1 ) 

V 0{{ yiy - 1 ) 


o {( y ： r ) 0 {( y ： y ) 
o{{y ： y) o{{yir) 

omr ) 0{{ ylY )) 


(13.4.22) 


由于 fc — + oo 时 j / i ； — 0,得知 (ylY - 0 和 ( y ：)^ 1 -* +oo (回忆 /> < 1). 现在容易 
宥到矩阵（13. 4 . 22 > 仅有一个特征值 


(估计为〜 （一 


其绝对值大于1，其它所有的特征值当 A :— 十 oo 时都趋于零. 

我们已经证明映射 r 的无穷多个鞍点不动点的存在性，它们对应于系统的无穷 
多个鞍点周期轨道（具有二维不稳定和 m 维稳定流 形). 对应于 僞数* 的周期轨道 
有负的不稳定乘子，它们的不稳定流形是不可定向的.对应于奇数 fc 的周期轨道有 
正不稳定乘子，囚此不稳定 流形巧 定向. 

第 A : 个不动点的1/ - 坐标当 * — +oo 时趋于零，故 r - 坐标趋于 x '以及 
u - 坐标趋于一[见 （13.4.19)1. 因此，这些周期轨进凝聚到同宿回路「证明完毕. 

注注意，鞍-焦点同宿回路附近的 Poincare 映射的不动点问越可化为一维映 


y = Aj/^coe (w In ^ + 0 ( 〆 ） 

的不动点的研究.事实上，这个映射耐捕获到这样的同宿回路附近的许多（里然不是 
全部）动力学特性. 


13.5 在 dim Wu > 1 情形的同宿回路附近轨线的性态 

下面我们考虑 O 的不稳定流形的维数 n > 1的一般 情形. 设71，…， 7 n 是具有 
正实部的特征指数，排序如下 

0 < Re 7i < Re 72 < …彡 Re *Yn. 

假设鞍点量是负的 

<7 = Rc 入 1 + He 7 i < 0 ， （ 13.5.1) 

即最接近于虚轴的特征指数具有正实部. 

显然，如果 <7 > 0,我们总可以改变时间方向使得它为负. 

几何上，我们可以假设如果主指数 W 是实数，则 

7i < Re 7i (i = 2 , - • • , n), (13.5.2) 



以及如果 71 是复数，则 


ru > i 情形的同宿回路 W 近轨线的性态 


Re 7 i = Re ->2 < Rc 7« (t = 3, • • • , n ). (13.5.3) 

为了区别这两种悄形，为简单起见，我们称第一情形的平衡态为鞍点.第二情形的 
为鞍-焦点.注意这个术语不同于我们在本书整个第一卷中用过的术语.就是说， 
在这一节我们不考虑主特征指数 A 是实数还是复数.因此，在这特殊的一节，如果 
(13.5.1) 和 (13.5.2) 满足，我们就称 O 为鞍点，即使\是复数. 

现在我们再作两个非退化假设.就是说，我们假定 

(1) 同宿回路 r 不厲于强不稳定流形 W -. 回忆 （2.6 节和 2.7 节）鞍点的不稳 
定流形有一个特殊的子集一光滑的强不稳定不变流形它在0切于线性化 
矩阵的特征空间，这个空间对应于鞍点情形的非主特征指数72,•• - ,7 n , 或者在鞍_ 
焦点悄形对应于 73 ,… ，7 n . 的不属于 W - 的轨线，在鞍点情形当 t — -00 时 
沿着主方向（对应于主特征指数7,的特征向 fe ) 趋于0,或者在鞍-焦点情形沿筘 
二维主平面（对应于主特征指数％和72的特征 平面） 盘旋逼近 0. 

换句话说，我们假设、 *1 t — - oo 时同衔回路趋于 O 有上而描述的两个方式之 
一. 职 则上，这并不是强限制，因为它在分支曲面上定义了一个幵的稠密子集：如果 
对某系统 r 位于 VV - 上，经任意小光滑扰动可将它推到中. 

(2) 扩展稳定流形与不稳定流形在 r 上的点横截相交.回忆 （2.7 节） 
二维 Wl 邡不变流形 VV ^ 在 C ) 分別切于线性化矩阵对应于稳定特征指数 >!,••• 

和主不稳定指数 7 i (鞍点情形)，或者 U (鞍焦点悄形）的特征空间.由于它包含 
W 邢坊定 流形，它也包含問宿冋路 r •.在 r 附近沿宥向后轨进的延拓大范闹定义广 
不变流形.局部（因此大范围）扩展稳定流形不足唯一的，但是任何两个这样的 
流形在稳定流形的任何点彼此 相切. 闵此，我们的横截性条件是适定的. 

注意，在鞍点情形（％娃实 数)， 在 不属于 强不稳定流形的任何点的不稳定 
流形的切线张成相速度向员且强不稳定叶层 ^ tt 的叶片的切线通过这个给定点 13 
由于是不变流形，它由整条轨线组成.因此，它的切线也包含相速度向黾•从 
而，在鞍点悄形州与 w 的搽截性等价于与叶层: P - 的横截性. 

在鞍点悄形现在我们得注意 • 上面的假设与本书第一卷 6.1 节的定理 6.1 的条 
件蜇合.这个定理建立了（具有同宿回路的系统自己和附近的系统的)卜+ 1 >维 （ cl ) 
光滑排斥不变流形的存在性，这个流形包含对所有正时间位于 r 的小邻域 U 内 
的所有轨道.由此得知，我们关于 r 的分支问越在这里可以化为在流形 X 上的分 
支问題. 

在鞍点 o 的小邻域内，这个不变流形与某个扩展稳定流形重合.因此后 
面的流形在0切于对应于特征指数％和心，…，、的特征空间.从而，限制在 

13这賊 G 随驻方誠-确定的的不变叶层，见 6.1 节. 
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上的系统的鞍点平衡态有一维（对应于％)不稳定流形和 m 维稳定流形（对应于 
入 y ， A m ). 相应的鞍点童是负的.在这种情况同宿回路分支由定理 13.6 刻脚.现 
在，回忆 Af 是排斥流形，即流在与以横截的方向是膨胀的. 眺 M 上的鞍点分 
支出的稳定周期轨道（按照定理 13.6) 事实上是整个系统的具有 n 维不稳定流形的 
鞍点周期轨道.因此,我们得到了下面结果. 

定理 13.9 (Shilnikov [134]) 设具有鞍点 M a < 0 的鞍点 O 有同宿回路 r ， 
它满足非退化条件 （1) 和 （2). 令是 r 的小邻域.如果同宿回路在不变流形人< 上 
向内分裂,则产生具有 n 维不稳定流形的 準个周 期轨道 L . 此外,对所有时间抒留在 
U 内的轨道只有鞍点 O , 环以及以 O 为它的 a - 极限， L 为它的 W - 极限的单 
个异宿轨道' 

当回路向外分裂时，在内没有周期轨道.此外， u 内的粮条轨道只有鞍点 a 
当存在分界线问路 r 时，"内除了 r 和0就没冇其它的整条轨道了 • 

这个定理的厣来的证明没有化到不变流形上（虽然职来的阐述与现在的有些 
不同但两者是等价的).定理的证明基于 K 接分析同宿回路附近的 （m + n - 1) 维 
Poincar 6 映射.这个映射是在类似于本书第一往 3.15 节定义的意义下的鞍点映射, 
这样，类似于 3.15 节的定理 3.28, 就好应用不动点 定理. 为了得到 Poincar 6 映射的 
适当估计，在|134]中假设系统坫解 析的. 注意，现在的证明只需 C 1 - 光滑性 • 

在鞍-焦点情形，下面的结果成立. 


定理 13.10 (Shilnikov [136]) 设鞍-焦点 O 冇满足非退化条件⑴和⑺ 
的同宿冋路 r . 则在 r 的任意小邻域内存在无穷多个鞍点周期轨进. 


我们不准条在这里给出这个定理的证明，因为它超出了本书的范围.这个定理 
的一个部分情形（定理 13.8) 已经在上一节讨论过了.亊实上，[1圳中的主要定理包 
含有鞍-焦点同宿回路邻域内相空间结构的更详细信息，即借助符号动力学对双曲 
子集的描述. 

在定理原来的证明中所考虑的系统假设是解 析的. 后来其它简化证明被提出， 
它们基于简化到分界线回路附近的非局部中心流形上（如果稳定特征指数 M 是实 
数，则这样的中心流形一般是三维的，如果心= A 5 是复数，则它是四维的)，以及平 
衡态附近简化系统的光滑线性化（见 [120,147]). 低维光滑不变流形的存在性在这 M 
是很贵要的，因为它有效地减少了问題的维数 15 


14 这是系 统在入 t 上的不稳定分界线 n . 

15但是我们应该强调，单凭条件 （1) 和（ 2 )还不足以保证在鞍-焦点情形冋路附近任何光滑不 
变流形的存在性（对这样的流形的存在实际需要的是 VV * E 与的横截性条件•见 [150]). 因此， 
化到不变流形一般还不能完全给出定理 1310. 
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13.6 同宿回路的余维2分支 

在这一节和下面几节我们将回頭在不同模型中出现的同宿回路和异宿环的某些 
余维2分支. 

考虑具有鞍点平衡态 O 的 （n + 1) 维 （T - 光滑 （r > 4) 系统.设 O 只有一个正 
特征指数 7 >0,其它特征指数 A :， A 2 ，…入假设具有负实部.此外，我们要求主稳 
定指数是 实数： 

Ai > Re Aj, j = 2, - •• ,n. 

O 的不稳定流形是一维的，稳定流形 W 是 n 维的.假设一条不稳定分界线 
( f ,) 当< —+ oo 时趋于认因此形成同宿回路，如阁 13.6.1 所示. 



m 13.6.1 由 f 与 w * 在间宿回路 r 的点上横截相夂性被破坏而出现的倾角-翻转分支 

(A - 0). 

我们将分析这种同宿回路的余维 2 分支的下面三种情形. 

情形 A . 

⑴ ^ = 1 ， 

(2) Tt 阶"，以及 

(3) "0. 

情形 B. 

(1) 4=0 ， 

即_在 r 的点切于 W (见图 13.6.1). 

(2) Yt W ， 

即 t — + OC 时 r 沿着主方向进人 A 以及 

(3) i < I / < 1, Vi >\ (j = 2,- - , n ). 

情形 C. 
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(1) r c \v aa , 

即< —+0 C 时 r 沿着非主方向进入 O (见图 13.6.2). 

(2) 扩展不稳定流形与稳定流形 W 〃在 r 上的点横截，以及 

(3) ^ < 1, Uj > I (j = 2, ••• ,n). 

(这 里…阱 H ¥ l .) 



围 13.6.2 轨 m - 翮 转分支一 M 宿 fel 路 r 沿濟作主子流肜在分支时刻闭合. 

悄形 A 对应于正鞍点 M 和负鞍点 fi 之间的边界.情形 B 和情形 C 分別对应于定理 
13.4 中的非退化条件 （0 和 （2) 的破坏（从典存正鞍点 M 的同宿冋路产生的鞍点周 
期轨进).最后两个情形中的条件 （3) 对排除从这些分支 向犮杂 动力学的转移岳必势 
的（复杂动力学的某些悄形在 [44,70, 78,96,79,71,72】中有研究). 

冋炻回路的余维2分支对研究 Lorenz 方程 

± = -< r(x 一 y ), y = n - y + X 2, z = -bz + xy 

的分支现象是本质的 • 当 a = 10,6 = ^以及 r « 13.926 时鞍点 0(0,0,0) 的一维不 
稳定分界线 n 和 r 2 沿着相同方向 （ z 的正半轴）回到鞍点.它们在几何上形成被 
称为蝴蝶同宿的结构（图 13.6.3). 注意蝴 嫌同宿 只能够出现在 n 多3的 Rn 中 • 

-般地，蝴蝶同宿分支是余维2 分支. 但是， Lorenz 方程关于变换 {x,y,z) - 
{~x,-y,z) 对称.在这样的系统中一个同宿回路的存在自动意味着另一个回路的存 
在，它是其对称像.因此,对称系统的蝴蝶同宿是余维1现象 

在 Lorenz 模型中，对应于蝴蝶同宿的参数值的鞍点里是正的.因此，两个对称 
的同宿回路的向外分裂时，从每个回路产生一个鞍点周期轨道此外1 一个周期轨道 
的稳定流形与另一个周期轨道的不稳定流形横截相交，反之 亦然. 这种相交性的出 
现相应地导致包括同宿轨道的双曲极限集，无穷多个鞍点周期轨道等的存在性，等 
等11】.在没有对称的蝴蝶同宿情形也存在参数空间的区域，其中这样的粗极限集存 
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在 [1,141,149]. 但是，由于这个极限集是不稳定的，它不可能直接与奇怪吸引子 
Lorenz 方程中混沌动力学的数学反映相对应. 

为了解决这个问越， 1138) 中提出研究上面情形 A , B 和 C 中的蝴蜾同宿.即，辻 
立当下面条件成立时由蝴蝶间宿分支直接导致出现的 Lorenz 吸引子. 

( a ) 鞍点贵 c = 0以及在两个回路上的额外条件< 2满足.或者当 

( b ) 在两个回路上 A ^ O , 其中«7>0以及悄形 B 的条件3满足.或者当 

( c ) 两个回路部14于非主流形（其中 a > 0以及条件3也满足). 

情形 （ a ) 对应于余维 3 分支，情形 （ b ) 和 ( c ) 则是余维 4 的.但是，如果系统 A 有 
某些对称性，则上面三个分支都化简为余维2•在 U 2 6，127， l 29 ] 中建立的满足 (X = 0 
或者 A = 0的对称蝴《同宿，它们出现在称为扩展 Lorenz 横彻和 Shimizu-Morioka 
系统中，以及在某冼离敗对称系统中呈现的余维 3 W 部分支的某些情形中 [129). 

我们在这里不准备考虑 Lorenz 吸引子的产生（对此可见[114, 115, 117, 126, 
127, 1291) ,但考虑单个同宿回路的余维2分支.情形 A 的分支图与二维情形的相 
同 （0 〈力 < 1时见图 13.3.1 以及 -1 < >4 < 0时的图 13.3.3. 1^1 > 1的情况化为改 
变时间方向后的 ！ A < 1). 这是在【38]中已经建立的，虽然完全的分支图的证明还没 
有完成（缺少其它分支曲线).我们在这电就结束对这个问题（13爪3小节）的讨论. 

情形 B 和 C 的分支开折是相同的，如图 13 6.4 所示.其中 M 是同宿回路的分 
裂参数，力是分界线 fi . 由于在13. 4 节分界线量 A 仅当回路不厲于时有定义， 
所以我们必须对情形 C 给出它的意义 • 

回忆非主流形 VV & 是 （ n - 1) 维的.它将划分为两个分枝.如果回路 r 位 
于上，则小扰动可使得它失去 VV &， 故它从的任一个分枝进人鞍点.我们 
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将证明 （13.6.2 小节）当回路从一个分枝移向另一个时，将伴随着分界线 ft 4符号 
的改变. 

悄形 B 的分支图由 [1261 (也见【127,129])和|77]独立提出，悄形 C 的由 [119] 
提出.这里我们对这两种情形给出一个统一且自相容的证明，它包括 分支阁 的完全 
性的证明.在西方，情形 B 称为倾角翻 转分支 情形 C 称为 轨道- 翻转 分支. 

在鞍点附近引人坐标使得系统 W 部地呈现下面的形式[见 13.8 节公式 (13.8.28)] 

i = 一扣 + /n(*»p)* + /i 2 (*,u,y)u, 

u = +/ 2i ( z , y ) a : + / 22 ( 2 ， u ， v ) u ， （13.6.1) 

y ~ y . 

其中 a : € R 1 和 y € R 1 是主坐标 ， ti € R ^ 1 是稳定非主坐标向贵.^是鞍点 
指标，以及矩阵 B 的特征值是一〜…，-»/„，其中 A = .回忆1 <= 

2,••- , n . 在悄形 B 我们有 i < I / < 1,在情形 C 有 1 / < 1. 在情形 A , 在分支点 
u = l , 因此我们可以在这里令1/ == 1 + e ， 其中5是小参数. C 7- 1 - 函数 / 0 满足 

/«(^0) = 0, / x .^ O . yJsO . (13.6.2) 

在这些坐标下，稳定流形局部地由 y = 0 给出，局部不稳定流形由 b = 0 ，u = 0} 给 
出.强稳定流形的方程是 {x = 0 ,y = 0}. 

由假设，回路 r 局部地与 y 半轴重合，它在 t = -oo 离开 O . 由于在情形 A 和 
当 t — + oo 时它沿着: r 轴进人 O . 在情形 C ， 当分界线 r 回到鞍点时， 



它局部地位于沁= 0 ，y = 0} 中.我们也假设当 t — - oo 时回路从正1/这边与 C ； 连 
接，以及在前面两个情形当 t — + oo 时从正 2 :这边与 O 连接 • 

选择回路 r 的两个横截 面為和 设&由 {y = d } 给出， S 0 在情形 C 由 
{|| u || = d ] 给出或者在情形 A 和 B 由 {z = d } 给出，其中 d > 0是小数.&上 
的坐标记为 ( x llUl ), So 上的坐标在情形 A 和 B 记为 ( yo , tio ) 或者在情形 C 记为 
( yo , x 0 i uo ). 

在为的上半部分 Si ：{ vo ^ 0}, 局部映射 r 0 : s 0 + — 的由系统的轨道定义.由 
此从 (13.6.1) 的最后一个方程得知从4+ 到&的 长行时间是 



在 13.8 节将证明1见公式 (13.8.30)-(13.8.36)1 ,利用恒等式 (13.6.2) 捋知系统从在 
i = 0的点 ( xo , wo ) 开始在 t = r 于 {y = d } 终止的解有 

x { r ) = e -1 ^；!：。+《 iOro ， uo ， T ) +《 i ( uo ， r )， 
w ( r )=《 2 (* 0 , wo , t ) + 6(« o , r )， 

其中 

Cl , 2 ( 0 . Wo . r ) = 0. 

IKi,2llc-> = oie-^h lUl C r-a = o(e-( 1+4)T )， 

|| 《 i.a|lc*-» t IlCi.ailc**-* = °( e_l，T )« 

这里 P 可以取得从下面任意接近于 . nin {2 i/,l + i /,^- (故〜此外在我们 
有2// > 1 的情形 A 和 B 中, i > > 1 )，以及取6使得0< (5 < min { i /， i / 2 - l ，._. 

将飞行时间的公式 （13.6.3) 代八 （13.6. 4 ) 和 （13.6.5) ，得到在情形 C 时局部映 
射 r 。 ： 对 — A 下面的估计（其中截面 S 0 是 IKII = d ) 

xi = x 0 yod~ u + ^lfxo.Vo.Mo). = 内 (* 。， 1/0 ， ^0 )， （ 13.6.6) 


(13.6.4) 


(13.6.5) 


其中 


¥» = o ( l * ol !/§ + 1 / 0 +4 )» 

gl^odxolyo^+y^- 1 ) (p + «7 矣 ”-3 )， 

Sgn (-p— 


-2)， 


(13.6.7) 


a^ + v 


d { xo,uoYdyl 


• q ) tEp + q = r - 







第 13 章 黢点平 衡态的同宿回路分支 


在情形 A 和 B ， 其中在 S 0 上满足％ = d , 对几有下面的公式 •. 

XI = Vod l ' u +^1^,110), Ui = V52(yo t tio). 

函数满足 

o ( yg ). 


(13.6.8) 




o{y^ q ) (p + 9 ^r-2), 


d r _ 


9 




(13.6.9) 


duldyl 

回忆这里的 i > > 1，与 （13.6.7) 相反，那里我们只有 u > u . 

13.6.1 A = 0 的情形—— 倾角一 翻转 

在0的小邻域外部由接近于 r 的轨道的流定义大范围映射乃 ： A — 在悄 
形 B ， 映射7\在点 M -(0,0) = 的小邻域内可表示为 

yo = /i + Ax^a 12 u 1+ ..., (i36io) 

iiO = ti + + <>2 iXi -f Q 22 u l + * * * » 

其中 >1 是分界线 M , 假设它在分支点为零.在这个公式中， ( M , u + (| i ,-4)) 是点 A / + = 
7\ M - 的坐标，在这点分界线 n 第-次与 S 0 相交.同宿回路在 /X = 0存在（因为 
此时 M + € W ； oc r \ S 0 ). 

结合公式 （13.6.8) 和 (13.6.10), 我们得到 Poincar 6 映射了在悄形 B 时的下面 
表达式： 

y ^/ i +^ y ' + ViCv . u ), y 彡0， （13 6 11) 

<i = ti + 4- 021!/" + V>2(l/.«) 

(我们在这里省略 f 下标 "0”， 巨在 (13.6.8) 中尺度化变 里使得 d = 1. 变换后的闲 
数仍满足估计 (13.6.9), 注意大范围映射乃的 Taylor 展开中的二次项在新涵 
数下起到0(斤）阶作用，但它在与 (13.6.9) 的比较中珂忽略，丙为 " > ^). 

设 a 是方程 2 

⑸ M 去 ) =i ( 13 . 612 ) 

的根.注意到 a 由 （13.6.12) 唯一•确定，且当 n , A ^0 时收敛于零.从 （13. G .11) 我 
们看到对 y > &有 P < V . W 此,在映射了的迭代下， y 值减少直到它变成 0( a ) 
的大小.因此, 1 通 if F 面的变量和参数的尺度化是合适的: 

y »-♦ qj /, u u + + a v u , n = asin < t >, A - a 1 ^cos < i >, 

其中 （ a ，0) 是 ( n , A )- 平面上的一类极坐标.于是我们可以将这个映射重写为形式 

y = sin ^ cos 0 y ^..., (13 . 6 .13) 

u = any v + ••• , 
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其中省略号表示这样的项，它们以及它们关于，和 u 的一阶导数当 a — +0时为 
零.此外，它们所有直到 ( r -1) 阶的导数在任何有界但不为零的 y 区间上一致趋于 
零.这类收敛性对证明映射 (13.6.13) 与一维极限映射 


y = sm < i > + cos < J > y u , y^O (13.6.14) 

产生相同分支已经足够了.这个映射的 Lamerey 图如阁 13.6.5 所示.映射的右端或 
者是单调递增（当-| < 0 < ^)， 或者单调递减（当吾 < 4 < ¥). 这类映射分别地 
只可能有不动点和周期2轨道.此外，在这类映射中出现的分支只可能是鞍-结点 
分支以及原来的倍周期分支（“原来的”仅适用于不动 点). 再者，不动点或者周期 2 
轨道在映射定义域的边界（由 y = 0给出）珥消失.这对应于原系统的同宿回路（分 
別是简申和二重）分支 . 0的分支值由系统 


y = sin 沴 + cos < p , 
±1 = uy^- 1 cos <p 


(13.6.15) 


求得，其中“+”对应于不动点的鞍-结点分支，“”对应于不动点的侪阆期分支 • 
这个系统对鞍-结点分支情形可揿写为 


y - -7—T 8in ^ 

(1 - P) 1 〜 cos tf* 

? ^ (-sin < t >) l ~ v> 


(13.6.16) 



图 13.6.5 映射 （13.6.14) 的 Lamerey 图. 
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或者，对倍周期情形写为 

y = TT7 sin ^ 

= cos 少 
= (sin 4> y-〆 


(13.6.17) 


其中， y 是分支不动点的坐标.这些方程对每一个分支确定了 0的唯一值.此外，两 
个分支都是非退 化的 ： Lyapunov S 在鞍-结点分支不为零，在倍周期分支非零且正. 

因此，鞍-结点分支导致出现一对不动点，稳定与不稳定的，而倍周期导致出现 
不稳定周期2轨道.当0 = 0和 0 = t 时不稳定不动点在 v = 0( 对应于单阍同宿回 
路）消失.不稳定周期2轨道当 



COS < t > 

(sin 


(13.6.18) 


时趋于 y = 0 (二 m 同宿回路).为了确认没有其它分支偵（在那苎值也可能出现周 
期2轨道的鞍-结点分支)，只要指出映射 （13.6. M ) 的第二次迭代的三阶导数永不 
为零.这意味荇映射的二次迭代不能有多于3个不动点，包括它们的敢次.因此，这 
保证这个映射不会出现其它周期2轨道. 

我们已经完成了对一维映射 (13.6.14) 的 分析. 退化的商维映射 f 


殳 = sin 0 + cos 沴 〆 ， H = aaiy 1 " (13.6.19) 

的相阁 町容鉍 构造.由于 Poincard 映射了接近于上面的映射1见（13.6.13)]，每一个 
没有从区域0彡 v < ^跑出的轨进必须到达由 （13.6.19) 给出的映射 f 的 a - 极 
限集或 u ;- 极限集的域■由 t 面分析得知这些极限集娃不动点或 W 期2的周期 
轨进.当它们不接近于 y = 0时，映射 r 及至少它的三阶导数接近于卞[为此我们在 
上酣 Q 经假设考虑的系统足 C r - 光附， r 彡 4. 见公式 (13.6.13) 后面的说明1.这保 
证当 (13.6.19) 的所有周期点都是粗时这两个映射具有相同的相阉，以及，这些映射 
在使得 f 产生非退化鞍结点或倍周期分支的0值附近产生同样的分支.在使柑 
f 的不动点或周期2轨迫接近于 v = 0时的 d 值附近1这些值分别由方程 8 in = 0 
和 (13.6.18) 给出]，这个不动点或周期2轨道永远是鞍点沏.此外，映射卞的一次或 
二次迭代在 y = 0 附近按 3.15 节的意义是鞍点映射.对映射 X 同样成立._由于它关 
于 〆 的一阶导数一致地接近于 f 的一阶导数.我们可以找到 y 作为 iT 和《的函数, 
并对所得的交叉映射验证定义 3.7 中的条件 (3.15.10) 满足.由于鞍点映射只可能有 
单个鞍点不动点，得知映射 : T 只可能有单个接近于 y = 0的鞍点周期轨道，且这个 
周期轨道接近于映射 f 的鞍点周期轨道. 

因此，映射 T 与一维映射 (13.6.14) (对小 a ) 产生相同 分支. 回到原来的参数 
我们得到分支曲线 (13-6.16)—(13.6.18) 下面的渐近表达式 •• 
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A l ^ l - U , A >0 


A < 

(一 4 ) 1/1 〜， A <0 


鞍-结点. 

-倍周期分支.以及 


一二重回路. 


也冋忆直线 M = 0 对应于原来的同宿回路. 

综上所述，我们得到在情形 B， （九 /i)- 平面上的分支的下面描述（见图 13.6.4): 
在区域没有轨道（除了鞍点）对所有时间都停留在同宿回路 r 的小邻域 U 内. 
穿过对应于鞍-结点分支的曲线产生一个稳定和一个鞍点单回路周期轨道.在 
曲线 L 2 上这个鞍点 闽期轨 道附有 A>0 时的同宿回路.此后这单个稳定周期轨道 
在区域中存在.穿过直线 L 3 时从二重同宿回路分支出鞍点二重周期轨道.这个 
二宽间路周期轨道与枣回路周期轨道在直线 L 4 上合并， W 此后面的周期轨逬失去 
稳定性（反向倍周期分支）而变成鞍点型.在分支曲线 U I：新鞍点周期轨道消失在 
单个不可定向/扭转 （/! < 0) 的同宿回路中. 


13.6.2 rcw - 的情形一轨道-翻转 

下面我们证明在悄形 c ( r C W -) 的分支可完全一样进行.这里截 面^为 
{| ti ) = d }. 由接近于 r 的轨进定义的大范阴映射乃 — s 0 现在表示为 


&0 * M + an^i + ai 2 «i + …， 

龙0 = 7 + 021^1 + 022^1 + ••• I (13.6.20) 

UO = U + + 031 xi + 032U1 + • • ■ ， 

其中04，》7，《 十 (^，77))是点 A/ + = TiM- = r：DSo 的坐标.在 (M，V) = (0,0) 系统有 
位千 W 上的同宿问路（因为这时 A/ + e ^n^o). 因此必须对小的 n 和 M 考虑 
分支. 

注意，和 W 的横截性假设等价于条件叫 〆 0 ( 见 13.4 节) • 

结合 （13.6.20) 和局部映射的公式 (13.6.6), 我们得到在情形 C 的 Poincare 映射 
r 的下面表达式： 

y = fi + anxy ^ + ^ i ( x , y , u ), y > 0, 

i = rj + a 2 \xy u + y, u) y (13.6.21) 

u = u + + a ^ xy 11 + < p 3 (*, y . w ) 

(这里省略 r 下标 “0” 且在 (13.6.6) 作了变 S 尺度化而使（/ = 1.函数^1,2,3满足估 
计（13.6.7)，即 ^1,2,3 = 0(1*1/ + 〆 “))• 

我们定义分界线窟为 

A =即 ii. 
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注意在 M = 0和7? # 0,分界线组成同宿回路，按77的符号回路趋近 
的两个分枝之一.由于定理 13.7 的非退化条件对7/ / 0满足， Poincare 映射了有通 
过点 M + (0,7,, tx + ) 且与稳定流形横截的光滑不变曲线.当我们限制在这条曲线上时， 
映射 T 呈现形式 

V = anrw l/ + <>(〆 )， 

即我们的分界线贵 A 的定义与 13.4 节对非退化（余维 1) 同宿回路情形的定义是相 
容的.于是注意到同宿回路从的一个分枝移动到另一个分枝时，分界线 
撤改变其符号，如图 13.6.6 所示 • 



^>0 ^<0 


ffl 13.6.6 轨进 - 翻转间帘 分支： 改变分羿线 r O 于鞍点的方式导致分界线置 A 的符号的改变. 

作 I - 变 fi 变换: x-^x + fj . 于是映射 r 可写为 

y = ^ + Ay u + 01^^ + •Piix + rj,y,u), y ^ 0 , 

x = a 21 f7y u + aaixyv + v?2(x + »/ ， y ， u )， 

u = u + + 031^ + az \ xy u + > P3(x + rj , y , u ). 

经尺度化变换 1/ ►-* ya , x ►-* az , u u 4 ■ + qu (其中 o 取自 （13.6.12)) 后，这个映 
^化为类似于 (13.6.13) 的形式.经过这些工作以后，现在就可用与情形 B —样的方 
法进行 E 得到完全相同的结果 - 

13.6.3 a = 0 的情形 

现在我们来研究情形 A , 即 a = 0时的同宿回路 分支. 这里从 灸到& 的局部映 
射由公式 （13.6.8) 给出，其中 */ = 1+ e •从&到 So 的大范围映射由公式（13. 6 .10)定 
义（其中 A 不再假设是 小的. 此外现在它依赖于小参数 （ M ， e )). 我们也假设< 1 
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(可改变时间方向对情形凶> 1作类似处理).结合公式 （13.6.8) 和 （13.6.10), 我们 


可以将 Poincare 映射 r 写为形式 

y = li + A(p t e)i/ 1+e + v?i(y,u), y 彡 0, 
u = u* + a 2 iy 1+e + 


(13.6.22) 


其中 A , 2 满足估计 （13.6.7) (这里关于: c 的依赖性必须被禁止). 

注意在情形 A 中的条件2和3与定理 6.2 的条件（见 13.4 节的详细解释）重 
合，这些条件保证对所有小的 / i , 二维光滑不变吸引流形人1的存在性.一般地，它仅 
为 C 1 光滑.因此,我们不能直接应用 13.3 节的二维结果到我们的情形，因为前者要 
求更岛阶的光泔性.尽管如此，不变流形 M 与 S 0 的交是 Poincare 映射了的光滑 
吸引不变曲线(与 1 / = 0横截).当限制在这条曲线时， Poincar 6 映射是一维映射， 
它的右端当 a >0时单调递增，^ < o 时单调 减少. 这为我们对原映射 r 的预期分 
支提供了重要的定性 信息： 当4 > 0时它们可仅包含不动点的鞍-结点分支和倍周 
期分支，以及当 A <0 时包含事实上的周期2轨道的鞍-结点分支.此外，不动点 
或荇当 A <0 时的周期2轨进可以跑到这个映射定义域的边界忉= 0} (这分别对 
应于简单的或者二®的同宿回路). 

简承同宿回路对应于 m = 0.如果 TM^e 即当 


0 = / x + + 奶 0 i , w + )， 

二苽同宿回路对 A < 0存在（见 （13.6.22)). 这给出对应分支曲线的渐近表达式： 

M=|i4(0 ， e)| 1 / W [l + 0(1)1 ， £<0. 

不动点的分支从系统（与 (13.6.22) 比较） 

y = /x + / ly 1+ * + ¥> i ( y ， ti )， 1/^0, 

u = + a 2 i I / 1+ * + 9^2 ( y , w ). 

V ^/ V a 2 »( 1+5 )^ + ^v ^2 u / 

求得.这里对应于鞍-结点分支对应于倍周期分支. ( y.«) 是分支不动点 
的坐标， (1,2) 是对应于乘子±1的特征向 S- 

由于= 0( 沪）和 ^ (l ,2)u = °(y l+a )» 我们可容易地用 y 表达 Z 和 W 

z ^ ±a 2 i(l +e)y e , u ~ u + . 


(13.6.23) 


因此系统取形式 


j, = /i +y 彡 0 , 
±l = A{\+e)y e +o{y s ) t 


(13.6.24) 
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它类似于在二维情形定义映射 r 的不动点分支曲线的方程组 （13.3.9) 和 （13.3.13) 
(13.3 节).它们给出分支曲线 （ e < 0) 下面的渐近表达式： 

• /i = ^(0,6)^(1+ 0(1)) ——鞍-结点不动点 （A > 0). 以及 


• -| i 4(0, e)| 1 / e (l + o ( l )) ——倍周期 M < 0). 

6 

容易证明这些分支是非退化的，即第一个 Lyapunov 最在两种情形都非零•此 
外，在倍周期分支这个 Lyapunov 谊为正.因此，在这个分支产生周期2的鞍点轨道. 

所有这些结果与我们在二维情形得到的相同.因此分支图是相同的.剩下最后一 
步验证对 A< 0 可不存在周期2轨道的鞍-结点分支.周期2轨道0/2, u 2 )} 
必须满足方程 

V2 = /i-f i4(/i,c)yj* e +^i(yi,tii), 

V\ + (13.6.25) 

u 2 = + aaiy, ,+# + v> 2 (yi,ui), 

ui « + a2\vY € + ^2(^2 - u a)» 

其中 扒彡 0 且 扒 > 0. 

由于对小的 I /， 是小的，我们珂以从 （13.6.25) 中的最后两个方程求得作为 
(yi,V2) 函数的 ( wi . wj ). yi . 2 的方程可以写为 


V 2 »+ A(ji t e)y\ +t + v»(yi, 

y\ =/x + i4(^,5)yJ* c + v»(i/ 2 ,yi), yi ^ 0, i / 2 ^ 0 . 


(13.6.26) 


其中，函数 W 有下面估计 •• 


<f(yuV2) = o{y\* s ) t 


(g = !,••• ,r - 2), 


9 r ~V 

dvi ^ 



d^ p tp 

dyW 2 


= o(vl 
= °(Vi 
= o(vl 


)， 




(1 彡 p 彡 r - 2 - 7 )， 
ft p + g = r - l , p ^ 


(13.6.27) 


回忆我们有假设 -1 < >1 < 0 . 因此，对£ ^ 0, (13.6.26) 的右端是压缩.从而， 
系统对 e > 0可能只有一个解.由对称性在这个解上有 IA = y 2 , 即它对应于映射了 
的不动点.因而，映射 T 对 e 多0没有周期 2 轨道，于是我们将限于考虑负 e 情形. 




字形同宿分支和异宿环分支 


由于4 < 0, （13.6.26) 的第一个方程的右端当 yi 增加时减少.因此， y 2 ^•类 
似地奶< 因此可尺度化变量：奶 — y , n , y 2- V 2 H , 使得所得系统有形式 


=1 -CyJ +c + 士屮 (/^ 1 ，卩 !/ 2 )， 


yi = 1 - 


-v5(My2,MVi). 


(13.6.28) 


(13.6.29) 

并且尺度化的两个变1的. 2 属于区间不失一般性，可以假设 Vi > y 2 以及对 
有界常数 C , yi 有界不为零. 

容易看出，如果 C 7 保持有界不等于 1， 则对小的 /i 和 f 系统 (13.6.28) 有唯一解. 
注意到由系统的对称性得知在这种悄形下 ! A = W ， 这意味着当 C 不接近于1时，映 
射了不可能有周期2轨逬. 

因此，在参数平面内有关的区域仅对应于 M 1 * 1 〜 Ml . 由于由假设 I 川< 1,得知 
H 关于 e 是指数式地小，即对某正数 A •有 


由此桫知， (13.6.28) 中的项是可以忽略的，且容易验证从 (13.6.28) 中的第二个 
方程用1/2求解仍，冉将所得表达式代人第一个方程,所得方程右端的=•阶导数对小 
c < 0将永不为零. 

这表明系统不司能有多于三个解每一个周期2轨进给出两个解[(奶，1/ 2 )和 
( y 2 , yi )]- 因此映射了不可能有多于一个的周期 2 轨道，即使考虎到 1 B 次，即也不可 
能存在周期2的鞍-结点轨道. 


13.7 8 字形同宿分支和异宿环分支 

在这 一节， 我们将回顾8字形同宿分支，以及含有一对不引起复杂动力学的鞍 
点的异宿环分支.在这里我们跳过所有的证明，因为我们的目的仅仅是告诉读奔在 
[148,149，151|和 【 SO ] 中得到的8字形同宿分支的结果，以及在 [ m — 和 (34-35) 
中对不同类型的我们还没有广泛知道的异宿环的结果. 

8字形同宿是由一对鞍点同宿回路组成，当《 = - oo 时它的两条不稳定分界线 
和 r 2 从鞍点的相反方向出来（图 13.7.1). 我们将考虑鞍点 O 的不稳定流形是一 
维的悄形，即鞍点仅有一个正特征指数7 > 0,所有其它的特征指数都具冇负实部: 
Rc \ j < 0 ,j = 1，... ， n . 此外，假设鞍点置 a 是负的： 


a = 7 + max ReAj < 0. 




軼点平衡态的罔宿回路分支 



阳 13.7.1 8 宇形同—分羿线从相反方 向离开鞍点. 

我们还假设系统是 - 光滑 ， r > 1,因此0了以研究它在 （T - 光附扰动下的分 
支.考虑8字形问宿 h \ JV 2 \ JO 的充分小邻域 I /.以 N 记整个地位于 t ； 内的所 
冇 轨道的 集合.下面的定理断苒，集合 W 除了在分支点的两条同宿回路和 O , 不包 
含其它轨道.它也刻_了任何附近系统的这个集合的结构 

定理 13.11 对具冇8字形同衍满足(7<0的系统的任何充分接近的系统，银 
合 n 是分界线 r ， ur 2 并的闭包,它可以搓下面六种可能的 类型： 

(1) n\o 包含两个锪定周期轨道.一个是 n 的 a ；- 极限集，另一个是 r 2 的 
u ) -极限集. 

(2) n\o 包含一个稳定周期轨道，它是两条分界线 r : 和 r a 的 U ；- 极限集 • 

(3) N \0 包含一个稳定周期轨进，它是一条分界线的 u ；- 极限集，第二条分界 
线构成同宿回路. 

(4) Ar ^ nuraUo , 其中一条分界线形成同宿回路.第二条分界线以这个问路 
为 a ；- 极限集. 

(5) N = 其中两条分界线形成同宿回路（因此形成8字形同宿).以 

及 

(6) n 是吸引的拟极小集.它包含两条 - 稳定分界线 n 和 r 2 , 一条是 
W ( O ) 中的广-轨进以及非闭 Poisson -稳定轨线的连续统 • 

注意只有情形 （1) 和 （2) 对应于结构稳定系统，其它情形是非粗的 • 本质上，具 
有负鞍点最的8字形同宿分支是 Morse - Smale 类中的内分支. 

对对称系统作特殊考虑，那里两个分界线回路-起趋于一个鞍点_这样的情况 
相当平凡.即当回路向内分裂时，由定理 I 3 . 4 ,每一个产生单个稳定极限环 • 当回路 





向外分裂时，稳定性转移到从8字形同宿®路分支出的大振輻对称的稳定周期轨道， 
如图 13.7.2 所示.而且就这些了.这躭是为什么下面我们主要集中对非对称系统理 
论的研究. 




m 13.7,2 对称情形的》字形 M 宿分支.两个 M 宿回路••向外”破裂导致产生大对称埘期轨逍.当 
回路向内分裂时从毎一个间路分支出一个冏朗轨退 

引入8字形同宿的邻域 U 为包含鞍点0和分界线在其内部的黏有两个柄 R 
和 t / 2 的小球从而， 对檯 个位于 1/中的任何轨道存在一个自 然编码 ——符号1 
和2的序列、它描述一个旅程、按照这旅程轨进沿着柄 CA 和％ 的内部游欠.对 ㈣ 
宿间路这个编码是有限的.此外我们也对极限环指定用这两个符号循环排列按換定 
义的有限长编码.为了对刑期轨进和 M 宿回路（它们可以由8字形同宿产生）刻阃 
可能的编码，我们构造类似于数论中 Farey 树的二叉树.在第一个顶点我们指定符 
衿偶 (1,2); 由它两个箭头向下指向頃点（1，21)和 (12,1), 并按照下面规则继续进行， 
即对顶点 （p,s) 存在箭头指向 （P, ㈣ 和 ( Ps , s ) (如围 13.7.3 所示)，其中 p 和 s 表示 
由阿拉伯字 {1,2} 组成的有限个字.称偶 C ”, 4是可允许的.如果它是如此构造的树 
的一个 顶点. 两个符号1和 2 的无穷序列偶 （P, 4可允许，如果存在由树的枝组成 
的一个无穷路径，它通过顶点 (P*,a0, 使得当 i — + oo 时 p» — P 和〜—个宇 
称为可允许的，如果它是可允许偶的元索 • 



m 13.7.3 二叉树描述周期轨道和同宿回路町能的类 S ， 它们珂从不对称悄形的 8 字形同宿产生. 
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定理 13.12 对任何系统，它充分接近于具有负鞍点童的8字形同宿的系统， U 
中的周期轨道或者同宿回路必须有可允许的编码.如果存在一对周期轨道，或者一 
对同宿回路，或者一个极限环和一个同宿回路，则它们的编码必须形成一个可允许 
偶.如果分界线 q 和 r 2 是/>+ - 稳定（即 AT 是拟极小集)，则它们的编码形成一个 
无穷序列的可允许偶. 

拟极小集的局部结构在这里由分界线编码完全确定.我们用下面公式对符号1 
和2的无穷序列 s = <s.}£o 引人旋转数 _ : 

( 3 ( 9 )= lira -{ 序歹 1 J 中 1 的个数}， (13.7.1) 

n—♦4-oo Tl 

假设这个极限存在.容易证明，如果无穷序列偶 (P，5) 珥允许，则旋转数 /?(；>) 和汛《) 
事实上存在.此外,它们彼此相等： 

且是无 理数. 对区间 [0,11 中任何一个无理数久存在唯一可允许无穷序列偶，它的 
旋转数等于戊 

W 此,我们可以对每个从8宇形問宿分支产生的拟极小集指定旋转数汉 

定理 13.13 如果定理 13.11 中的集合 N 是異有旋转数的拟极小粜，则 W 
上的流拓扑共轭 于从有 旋转数0的特殊 Cherry 流（限制在它的拟极小集上). 

Cherry 流珐二维环面上只:有两个平衡态的流，这两个平衡态是鞍点和不稳定结 
点.两条不稳定分界线是 - 稳定的 • 一条稳定的分界线是以结点为《 - 极限，另 
一条位于不稳定分界线的闭包内，它是 P -- 稳定的 I见阁 13.7.4(a )]. 不稳定分界 
线的闭包是拟极小集，它包含鞍点 O 以及非闭 P - 稳定轨线的连续统.这种流的旋 
转数定义与在无平衡态的环面上流的旋转数的定义方法相同.由于在 Cherry 流中没 




⑷ 


(b) 


图 13.7.4 ( a ) 环面上的 Cherry eft . ( b ) 由按点分界线黏合的 Cherry 流得到的拟周期流 
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有周期轨道，它的旋转数是无理数. Cherry 流是特殊的，如果它处处收缩面积，除了 
不稳定结点的小邻域.两个特殊的 Cherry 流拓扑共轭，当且仅当它们的旋转数相同 
(更多详情见 [104,16]). 我们看到定理 13.13 对拟极小吸引子给以完全描述，这种吸 
引子可从具有负鞍点员:的8字形同宿产生.注意，我们可以将不稳定分界线 h 和 
r 2 黏合在一起，使得在拟极小集上的流经过这个“黏合”运算变成拓扑共轭于在环 
面 {| x | < l ，| y |< 1} 上的系统 

i = x 2 + y 2 , y = (x 2 + y 2 )/? 

[见图 13.7.4( b )). 

—般地，我们必须区別下面两个 悄形： 

情形1鞍- 焦点： A 1>2 是复数且 

0 > Re Aj = Rc A 2 > Re (i = 3,… ， n). 

情形 2 鞍点 ： Ai 是实数且 

0 > Aj > Re (i = 2, •. • ， n). 

在这两个情形,我们假设在分支点有 

• 同宿回路1\ 2 不位于强稳定流形内，以及 
• 分界线規七, 2 在两个回路上不为零. 

后一个条件可解释为二维扩展不稳定流形取 uE 与稳定流形沿猗两个问路的描 
截性.分界线 M 在鞍点悄形由公式 (13.4.8) 定义，在鞍-焦点悄形由公式 （13.4.15) 
定义. 

考虑光滑双参数族它与具有负鞍点埴8字形同宿的系统的余维 2 分支 
集横截，且满足上述非退化条件.控制参数川. 2 是间宿回路的分裂参数：当叫 > 0 
时，假设回路向内分裂 • 

设表示在 - 平面上对应具有编码 s 的同宿回路存在性的分支集.由 
定义，{川= 0} 定义曲线口丨，以及{的= 0} 对应于曲线 C a . 对在下面情形中的其 
它编码，或者是由方程川= hs ( H 2) 定义的曲线（如果宇 {〃} 中最后一个符号是 
1) ，或者是由内二 M / ii ) 定义（如果 W 中最后一个符号是 2 )，其中〜是对 " < 0 
定义的光滑函数，它的一阶导数当 P — _0时趋于零（对所有可能的编码一致)， 
或者 C *, 是这曲线开弧（区间）的无限集 

在鞍-焦点情形，由定理 13.11 和定理 13.12 所有可能性允许在任何横截族 
中遇到.这个情形的分支图如图 13.7.5 所示. 注意到对应于编码以1结尾的 
同宿回路的分支曲线接近于内的负半轴，因此，它们都位于扇形 1叫1 < 1仰1内对 
应于其编码以2结尾的同宿回路的曲线则位于扇形 |的1 < 1川1 内.由于在这里两个 
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阚形内的阁像是对称的，我们只需叙述对应于编码以1结尾的同宿回路的分支曲线 
的结构. 



ffl 13.7.5 具有负鞍点»的鞍-焦点 8 宇形同宿分支田. 


这里 ， /ii = 0对应于曲线 Ci , 曲线也朝向 / i 2 的负值离开点（0,0)，曲线 
与 M 相交于无穷多个点.于是我们可以按照下面规则归纳地继续进行：设 （ P ， 幻是 
以1结祕的字的可允许偶，則 c p 和 G 相交于无穷多个点，如果 P 和 Q 是 c p 和 
C M 的两个相邻交点，使得在尸和 Q 之间的区间上\ >心，则 p 和 Q 进一步由分 
别与和 C p 相交无穷多次的 c p •和的弧连接，等等.在由 C 7 P •和 C ； p 的弧 
所围的区域内，具有编码{押}的稳定极限环存在.相反，如果在 P 和 Q 之间的区间 
上心 < 心，则对的的这些值不存在具有以字 P 和《组成的编码的同宿 回路. 此外， 
如果~ <心，则在由曲线 O •和 G 从 P 到 Q 的线段所围成的区域内的每-•处，存 
在一对具有编码 { p } 和的稳定极限环 

拟极小吸引子对应于曲线 G 的并的极限点. 

在鞍点情形（主特征指数&是实数)，分支图依赖于分界线 S 糸和 A 的符号， 
以及在 t = + oo 同宿回路 h 和 r 2 进入鞍点的方式.我们首先考虑 n 和 r z 彼此 
相切地进人鞍点的情形，即稳定蝴蝶同宿分支情形 • 

这里，如果 Ai > 0和 A 2 ：> 0 (见图1 3 .7.6)，区域（⑷ >0,/ i 2 >0) 对应具有编 
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码⑴和编码⑼的一对环的存在性，区域> 0,^ 2 < o ) 对应具有编码{1丨的唯 
一 环的存在性.区域 （川 < 0，/ i 2 > 0) 对应具有编码 {2} 的唯一环的存在性.在区域 
(Mi <0,/ x 2 <0), 分支集是从原点出发的曲线组成的 Cantor 笔，它是由可数多条对 
应于同宿回路的曲线，以及对应于拟极小集的曲线的连续统所组成.这个区域有下 
面的 结构： 对有限字的任何可允许偶 { p , s ), 存在曲线和在由 C p 和界定 
的 K 域内，曲线和 C ap 处于这样的 位置： 位千 C p 与 C pa 之间.由曲线 C 7 pa 
和 C, p 界定的区域对应编码为 {柯} 的单个稳定极限环的存在性.在每条曲线 G 上 
一条不稳定分界线形成具有编码 s 的同宿冋路.但第二条分界线趋于这个同宿回路 
(即它厲于同宿回路的稳定流形，见 13.4 节的末 M ). 



m 13.7.6 具有负鞍点 ft 的鞍点可定向 (^1.2 >0) 的蝴蠔 同宿分支 ffi . 


对无穷序列的每一个可允许偶 { p ^)> 存在对应于良有旋转数 々( P ) =风《)的拟 
极小吸引子存在性的曲线 C { p , s ). 曲线 C 7( p , a ) 由 

lim C t , = lim C Pt 

求得，其中 ( p „8.) 是接近 （ P , S ) 的有限字可允许偶序列- 

在其它余下情形，拟极小吸引子不出现.在情形 木 > 0 和七 < 0 (见阁 13.7.7), 
存在仅具有编码{1}，{2}和 {21*} 的环， = 1，2,…(其中 U ” 表示由个 T 组 
成 的字)，参数平面被曲线 化(7 2 ，(7 12 ，(^ 以及 ( fc = l ，2 …）划分为可数多个 
区域.注意，这些曲线凝聚到 M 2 的负半轴上，其中分界线卩形成简单同宿回路，分 
界线 r 2 当《 — + oo 时趋于这个回路- 
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iWi •负鞍点》的鞍点的半可定向 （A > 0和义 2 < 0) 的蝴蝶间宿分支 ffl . 


在悄形八, < 0和/1 2 < 0 (如图 13.7.8 所示)，只存在具有编码 {1 M 2 } 和{1幻 
的环，参数平面被划分为6个区域 • 



m 13.7.8 具有负鞍点 ft 的鞍点的不可定向 Ml , 2 < 0) 的朗雄同宿分支阳. 


对 r \ 和 r 2 从相反方向到达鞍点的情形的分支图如图 13.7.9 —图 13.7.11 所示 
在这种情形下，不存在拟极小吸引子，以及极限环的编码只可能是{1}，{2}， {12(, 
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图 13.7.10 具有负鞍点 fi 的鞍点的半珂定向>0« 


{1(21)” 和 {2(12)*} ( A : = 1，2，...).在情形 
集由有限多条曲线组成.在情形戌 < 0 M 2 



皸点平衡态的 同宿回 路分支 



m 13.7.11 具有负鞍点》 的獷 点的可定向 (^1.2 >0)8 宇形問宿分支 ffl . 


c 21 上的曲线组成.在这些曲线上，-•条不稳定分界线形成二重回路的同宿回路，另 
一条分界线当 《 — 十00 时收敛于它 • 

我们注意，！691中冇关于作为另一条分界线之极限集的同宿回路分支的系统研 
究 

我们还得注意.这些结果坷以立刻推广到鞍点具有窃维不稳定流形的悄形•即， 
如果 O 有几个特征指数異有正实部但是主特征指数7:是实数，即如采 

7 i < He 

以及如果两个同宿回路都不属于强不稳定流形州 uu 且按相反方向商开鞍点，以及 
如果扩展稳定流形在两个回路上与不稳定流形横截，则定理 6.3 可以应用以保证排 
斥的 （ n + 1) 维 C 1 - 光滑不变流形的存在性.由于在不变流形上系统在0只有一 
个正特征指数，故所有上面的结果在这里可应用，唯一的区别是极限环和拟极小集 
不再保持吸引而是变成鞍点. 

我们现在考虑具有两个鞍点 A 和0 2 的异宿环 悄形. 设两个鞍点的不稳定流 
形是一维的，并设 A 的不稳定分界线 n 当 f — +oo 时趋于 A , 仏的不稳定分界 
线 r 2 当《 — + oo 时趋于•并 r , ur 2 U ° iU 02 是异 宿环. 关于这样环的小邻域 
U 内的分支问题在 [1211 中有详细的 考虑. 

整个这一节我们假设两个鞍点的鞍点量都是负的 • 在这种情形下，从异宿环可 
分支出的周期轨道不多于 一个. 此外这个唯一轨道是稳定的（吸引的) ■ 

当系统有对称性，使得 A 关于仏对称，分界线 n 关于分界线 r z 对称，这时 
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分支相当 简单： 当分界线向内分裂时，产生稳定周期 轨道； 当分界线向外分裂时，几 
乎所有轨线（除了 0 li 2 ) 都离开 £/• 

在-•般情形，由于出现多重回路的异宿连接，图像能更加复杂. 

取光滑双参数族它与具有所考虑类型的异宿环的 C 7 -光滑 （r > 1) 系 
统之余维2分支曲面横截.设川和的是分裂参数,它们控制异宿轨道 r ! 和 r 2 ，使 
得当叫 > 0时异宿连接 n 向内分裂. 

在-平面上，存在两条分别对应于鞍点 A 和 o 2 的同宿冋路的曲线 M 
和 l 2 . 这两条曲线分别是某两个对正/!冇定义且满足/1(0) = 0,/1'⑼= 0的光滑函 
数 /ii = h x ( M 2) 和 / i 2 = h 2 ( fii ) 的 图像. 在 M 和 L 2 之间的区域内存在稳定的周期 
轨道.注意，当鞍 点&为 负时，多重回路的同宿回路不可能出现 • 

对族 X MlM 3 的分支图也可以包含曲线 Cf 2 和 Cf , 0 = I ，...）使得在 /z e C ^， 
o,(i = {1,2}) 的不稳定分界线 r , 沿着"作 （ 次完全旋转而进人鞍点 A ( i 〆 j )， 
因此，它们形成异宿连接 •曲线 由方程/!> = h ktJ ( n t ) 定义，其中/ I 叶是定义 
在正糾 - 轴的开子集上且使得 Ah 的一阶导数3叫 — 0时（关于 /:) 一致地趋于 
零 的光滑函数.对应于异宿连接的分支集的确切结构依赖干平衡点认 楚 鞍点还是 
鞍-焦点而完全不同. 

对 A 和0 2 都是鞍点悄形的分支阁如阁13. 7 .12 -图 13.7.15 所示. 其中，如果 
两个分界线 M 是正的，则仅有可能的异宿连接是职来在 Mi ^ 0或在的= 0存在的 
连接.当山 > 0和/1 2 < 0时,仅有的新分支曲线用 标记.在小 < 0和； < 0 
的情形，存在对砬于所冇坷能的异挤连接的无穷多条分支曲线.曲线凝聚在曲线 
G 上，使得对 M e 勺，分界线 G 在 q 形成简申同宿回路，而认的分界线 n 当 
« — +00时 a 于这个回 路. 



图 13.7.12 两个鞍点之间的两种方式的-维异宿连接 




鞍点平衡态的同宿回路分支 



IH 13.7.13 对七 > 0和 i / i,a ；> 1的悄形，闬 〗3 . 7]2 中异宿环分支的乎面 
在和3中只存在-条稳定 W 期轨道 


ffl 13.7.14 与 ffl 13.7.13 相间，但 A < 0, A 2 < 0. 系统 在区域1 中有一条稳定阓期轨进，而在其 
它地方没有周期 轨道. 

在异宿轨道七分界线最4. 2 的定义与同宿回路的情形一样.注意，情形{烏> 
0,^2 > 0} 和{山 < 0 ,A 2 < 0 ) 对定义在平面上的系统都有可能（见 W 13. 7 .1 6 ),但 
在后一个情形两条轨道 n 和 r 2 都是游荡的. 

Q 和0 2 都 是鞍〜 焦点情形的分支图如图 13 7.17 所示.其中，对应同宿回路 
的曲线 M 和与曲线: {⑷= 0} 和 c? 2 : {内= 0} 相交无穷 多次. 接下来，对 
每个 A: = 0，1，2，.. •，对与铭的连通分支 （ L 2 与 Cf 2 的连通分支）的任何两个 
相邻交点使得不等式 MP2) > h kl 2 (ji 2 ) (相应地， ^2(Ml) > ^21 (Mi)) 在这些点之间 
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图 13.7.15 与图 13.7.13 相同,但山 > 0, A < 0. 系统在区域 1—3 中有一条稳定周期轨道 ,而在 
別处没冇岗期轨进. 



( c ) 


阁 13.7.16 三类异宿环：⑷> 0; ( b ) Ax.2 < 0; ( c ) A < 0 .七 > 0 时， M 6 biu » 带上两个鞍办 
之间的半可定向异宿连接 

成立，存在曲线 c ^ 1 (相应地 cf 2 +1 ) 的分枝连接这些点.依次地这个分枝与 M (相 
应地 l 2 ) 相交无穷 &次， 等等. 

这个过程的极限点对应于同宿回路的存在性，这个同宿回路是另一个鞍-焦点 
的分界线的 u ；- 极限集. 

对 A 是鞍-焦点以及％是鞍点情形的分支阁如阁13. 7 .18和圈 13.7.19 所示. 
这里，图像依赖于沿着异宿轨逬 r 2 计箅的分界线量 A 的符号•对乇 > 0不存在如 
CJ, 的曲线，其中 fc 彡 1 .当 4 < 0 时曲线屯与 M 相交无穷多次，曲线的集 




〖2 < 0 时的结构与 0 1>2 都是鞍-焦点的情形相同. 




阁 13.7.17 (a) 一对鞍-焦点之间的两种方式的维异宿连接 .（b) 对应的分支 ffi. 

曲线 Cf 2 的集合的组织如下：注意到曲线交直线 C? 2 : {抑= 0} 
无穷多次.设 P(M ,0) 和 QK.O) 是使得在这两点之间 h 2 > 0 的两个相邻交点.设 
w >〆 /.则当七 > 0时从点 P 出发的（或者当 -42 <0时从点 Q 出发的）无穷多 
条曲线 cf 2 ，它们中的每一条与 l 2 相交于一点.曲线（7〖 2 终止于 g (如果4 < 0则 



m 13.7.18 ⑷鞍， 热点和鞍点之间的两种方式的异宿连接.情形 （ b ) A a < 0 和 （ c ) A a > 0时对 
应的分支图. 


终止于 n 曲线洛 终止于交点等等 ：曲线 cf 2 + i 终止于点 cf 2 n ^ 
所有这些交点对应于的不可定向的同宿回路（回路上的分界线虽为负)，它 
们凝聚在回路上分界线 s 为零的点 . h 上的这点与点^ (-42 < 0时的点 g ) 之间 
的线段对应于可定向的同宿回路， Oi 的分界线 n 当 t — + oc 时盘旋趋于它•曲线 
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cf 2 从左边凝聚在这个线段上. 

我们必须指出，这个图像被证明仅当系统至少是 C 3 , 且满足 


2pu < pi/ + 2 


时才成立.这里 P 是在鞍- 焦点 Oi 的鞍点指标，1/是在鞍点 o 2 的鞍点指标，以及 
u=\Rc ~|，其中 7 表示0 2 的正特征指数， A 2 是0 2 最靠近虚轴的非主特征指数 


鞍 点虽为负). 


( Ax 是主指数，故1/ = |^|和1 < 1/ <巧由假设也有 p > 1- 

如果上面这个不等^不满足，则曲线 Cf 2 集的结构可能 不同： 从 P 或 Q 出发的 
曲线 Cf 2 仍可有无穷多条，但在某些情形它们中只有有限多条曲线与 h 相交，其余 
曲线将终止于最后的交点. 


注意所有这些结果（除了在 A 是鞍-焦点, 0 2 是鞍点情形的曲线 集的稍 
细结构）是对 C 1 • 光滑系统证明的.因此，如同8宇形同宿情形，这些结果可以直 
接推广到 Q 和0 2 的不稳定流形 是岛维 的悄形（但是它们这时必须有相同的维数 h 
只要本彳5第-卷的定理6. 4 中保证在异宿环附近的 C 1 - 光滑不变流形存在的条件 


满足. 

[121] 中研究的另外情形对应于在平衡态和0 2 的鞍点 fi 冇相反符号的异帘 
环分支（两个鞍点 a 是正的情形 或者当 a 和都是鞍-焦点时将导致复杂动力 
学，或奔通过改变时间万向并化到不变流形上而化为之前的情 形). 这里的主®假设 
是仏和 o 2 都是简 单鞍点 （不足鞍-焦点 >• 

特别地，设 a 的不稳定流形的维数等于 o 2 的不稳定流形的 维数. 除此以外， 
设在 o , 和 o 2 的稳定和不稳定主特征指数是 实数. 还假设两条异宿轨进 n , 2 沿符 
主方向进人和两开 鞍点. 我们也假设一个鞍点的扩展不稳定流形与另一个鞍点的稳 
定流形沿者每个轨进 i \ 2 横截，以及一个鞍点的扩展稳定流形与另一个鞍点的不稳 
定流形沿着 n 2 也是横截的.在这些假设下，定理6. 4 确保存在的二维不变流形，它 
捕获对所有时间停留在异宿环小邻域内的所有轨道因此，这里的动力学本质上足 
二维的.再次注意，由于不变流形一般只有 c 1 - 光滑，为了研究这个问题我们必须 
对原來的高维系统进行计算. 

设 A 和//2分别是在 Oi 和0 2 的鞍点指标.假设 W 〆 1 ， h / 1以及 〆 1. 
则从所考虑的异宿环可分支出不多于两个周期轨道 

分支图如图 13.7.19 —阁13. 7 . 2 2所示.分界线 S 山和 A 定义为二维不变流 
形上异宿轨道 n 和 r 2 附近的大范围映射的导数.注意，山, 2 的符号与鞍点最的符 
号的组合的其它情形可以通过改变时间方向和排列下标“ 1 ”和 “ 2 ” 类似地得到. 

我们可以肴到，与鞍点 贵有相 同符号的情形不同，这个情形的特性是这里可能 
出现鞍-结点分支，单回路周期轨道的倍周期分支以及二重回路的同宿回路_ 

[34, 35] 第一个研究其不稳定流形有不同维数的鞍点的异 宿环. 这个研究主要集 
中在具宥复杂动力学的系统.但是，我们在这里考虑一个动力学是简单的情形•设三 




字形同宿分支和异宿环分支 



ffl 13.7.19 对于> 0, > 1, a < 1和 i/m > 1,昇帘环的两个平衡态都是按点时的分支图 

(见图 13.7.12). 系统在区域1一3冇一个极限环.在区域 4 有两个极 限环， 在区域6- 7 没有极限 
环.在曲线 SJV 上由鞍-结点产生一对极限环 •• 在曲线 h 上不挣定环变成同宿回路，而稳定极限 
环终止于 



ffl 13.7.20 图 13.7.12 中对 Ai.a < 0, v \ > 1. < 1和> 1情形的样宿环的分支明_这个系 

统在区域 I 有一个极限环, 在区域 2 有两个极限环,在其他区域没有极限环 


维无穷光滑系统有两个平衡态和0 2 ,它们分别具有实特征指数7 > 0 > A , > A 2 
和％ > m > 0 >《 （ 即 Oi 的不稳定流形是一维的，以及 o 2 的不稳定流形是二维 
的).假设二维流形 w u { o 2 ) 沿若异宿轨线 r 0 (它既不位于对应的强稳定 
流形上又不位于强不稳定流形上）横截相交.也假设 A 的一维不稳定分界线与 
的一维稳定分界线重合，故存在结构不稳定的异宿轨道 r (图 13.7.23). 额外的非退 
化假设在这里是鞍点 S 非芩，以及 Oi 的扩展不稳定流形与 o 2 的扩展稳定流形在结 
构不稳定异宿轨道 r 上的点处 横截. 




鞍点平衡态的同宿回路分支 



图 13.7.21 当 A > 0, < 0, I /丨 > 1, a < 1 和 t /丨巧 > 1 时，图 13.7.12 中的异宿连接分支图.系 
统在 K 域 1,2,3 和 5 有-.个简单阓期轨道,在 K 域 4 有两个周期轨道（一个是简琅的另一个是倍周 
期的),在其他地方没冇周期轨进.稳定周期执 i £ 在对应于倚厢期（翻砖）分支的曲线 PD 上失去稳 
定性.二里阑期的不杻定极限环在 M 上变成二重分界线回路.稳定的简单极限环终止在 M 上. 



阳 13.7.22 ffl 13.7.12 中当 為1 > 0,如 < 0, u , < 1. n > 1和> 1时的异宿连接分 支图这 
个系统在 K 域 U .3 和5有 一个简哝阓期 轨道.在区域4有两个周期轨道（一个是简妒的另一个是 
倍刑期 的)，在艽 他地方没有周期轨道 



^ 13.7.23 两个鞍点之间的异宿环.注意连接和0 2 的#宿轨线 h 是结构稳定的. 
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这个分支是余维 2 的： 控制参数 ( M i ,/ x 2 ) 在这里选择为 A 的一维不稳定分界 
线与某个截面的交点的坐标，该截面与另一个鞍点0 2 的一维稳定分界线横截.由于 
对应的分支图十分复杂，我们在这里就不叙述它了，有兴趣的读者建议参考原来的 
文莅 [34,35). 尽管如此，在这种情形下，从这样的异宿连接分支出不多于两个周期轨 

道（永远是鞍点周期轨道) • 

13.8 鞍点平衡态附近轨线性态的估计 

这-节 我们证明在整个这一 饫中 已经用过的鞍点平衡态附近的解的估计. 

考虑在具有 m 维稳定和 n 维不稳定不变流形的鞍点平衡态邻域内的 C ••光 
滑 ( I * > 3) 系统. 

设鞍点的特征指数是,…， A m ) 和 （ 71 ，…， 7 „)，其中 Re 、< 0 (i = 1,…， m ) 
且 Re % > 0 (i = 1，... ， n ). 假设 （ At ，… , A mi ) 的实部等于某个 < 0, 其余的稳 
定特征指数 （ A mi + l ，…， A m ) 严格位于线 Rc (.) = -入的左边.考虑到不稳定特征 
指数，我们假设 Re 7 i = = = 7>0以及对 i > n ! 有如〜 > 7. 

如同在本书第一卷附录 A 中的证明，满足上面假设的中的系统可以用变 
鼠的 C ”— 变换化为形式 


i= Bix + / U (x,y,v)i + v)u, 

u = D 2 u + f 2 i(x,y,v)x-¥ fjiix, u,y,v)u, 
y = Ciy + gn {x, u, y)y + 9\2(x, u, y, v)v, 


(13.8.1) 


v = C 2 v + 97i(x,u,y)y + 922{x,u,y, v)v. 


其中氏 的特征值是 ( A ,,---, A mi ), i 9 2 的特征值是 ( Wi •… ， A , n )， C \ 的特征值是 
的特征值是 (7 n l + i ,---,7 n ). 此外， C—i ~光滑函数 /•) 和卯满足 


/ u (:r ， 0 , 0 ) = 0 ， pn(0,0,y)s0, 

/ia(x,ti,0,0)s0. »i2(0,0,y,t ； )s0, 

/ji(0,y,v) = 0, g>i(x t u,0) = 0, 

/ m (0,0,0,0) = 0， 物 (0,0,0,0) = 0. 

设 Ao > o 和 *ro > o 使得对一切 t > o 有 

\\e Blt \\ < c-^*, ||c- c,t || ^ «-*«»*. 


(13.8.2) 


(13.8.3) 


例如，当只存在一个稳定主特征指数 （nu = 1和 Ai = _A 是实数)，或者如果存在一 
对复共轭的稳定主特征指数 （hm = 2和 Ax = % = - A + / 0)，则 Aq = A .类似 

地，如果 m = 1，或者如果 n 丨= 2以及71 = 75不是实数.则加= T 




第 13 章鞍点平衡态的间宿回路分支 


我们也选择某 M A ' 和满足 

0 < Ao < A # < min{2Ao, A 〃 } 和 0 < to < Y < min{ 27 0 , 7 "}， （ 13.8.4) 

其中 A" 和 Y' 使得对一切 O 0 有 

||e 即 |K ||c _Ca< |l < e~ y，t . (13.8.5) 

我们也取某 S 和 5 使得 

0 < A 0 < A < min{A / , Ao + 70 } 和 0< 加 <7< min{*y’ ， 7o + Ao}. (13.8.6) 

设 A / o (: r 0 ， t 4 o ， yo , vo ) 和 Mi ( xi , ui , yi , vi ) 是鞍点小邻域内的两点，令 Mo 的在时 
间 C = r 到达 A /丨 的轨道不离开鞍点的邻域.在 2 . 8 节已经证明（^叫）和 { ya , v 0 ) 
对任何小的 ( xcuo . yi ^!) 和 t > 0是唯一确定的，此外， { x u uuyo , v 0 ) 光滑依赖于 

(xo,u Qt yi,Vi,T). 

引理 13.5 (Ovsyannikov-Shilnikov [101 ]) 记 

*i = e B,r zo + 《 iOco ， uo ， Vi ，《 n ， r )， 
yo = e~ c,r yi + i)(xo, wo, Vi.wifT), 

ui = C 2(* o . uo , Vi , t ) i , r ), 
uo = »?2( xo , tio , yi , vi , r ). 

如果恒等式 （ 13.8.2) 成立，则有下面估计： 

||。|卜 * o(e- Xr ), ||»?,||c-» = o(e^h 
|j^ 2 || Cr .a = o{e~ x，r ), ||»72||c«-* = o{e~ y，r ) 

其中 ll llc〜> 表示函数本身的范数以及它所有直到 (r-2) 阶导数的范数的最大值 . 
证明记 

/» = fax + /,2U 和 9* - 9ny 9t2V. 

只需证明（见 2.7 节)，给定小的 (xo,uo,yi,vi), 系统 

x(t) s e Blt xo + J e Bl{t ~ a) fi (x(s), u(a), y(s), v(a))ds, 

+ e Ba(t_-) / 2 (x(«), u(a), y(«), v{8))ds t 

y{t) = e- c »tr-i) yi _ J e -C,(.-t) pi y ( s ) ? v ( 3 ))ds t 

” ⑴ = : e -(MT-t) Vi 一 L e ~ Ci{ — t] 92(x(s) t u(s),y(a), v(5))ds 


(13.8.10) 


(13.8.11) 


(13.8.7) 


(13.8.8) 

(13.8.9) 



皸点平衡态附近轨线性态的估计 


的解 （X(t)，it ⑴ ,y(0，v ⑴）对 e e [0,r] 满足下面的估计 

||x(0 - e B «*a ： o|| ^ 心 -…-( 又 - 
< K 2 e ~ x \ 

|jy(0- e- Cl < r -*>yi|| <•( 卜 《 ) e -( 今 - 命， 

Ik ⑴ IK 心”’卜*)， 


(13.8.12) 


其中/0, 2 是某些常数 . 16 

此外，类似的估计必须对 （13.8.12) 的左端表达式关于的所有导 
数成立，其中诸 K 的值可依赖于导数的阶.注意，不需要去估计关于 < 和 t 的导数， 
因为由简单恒等式（见引理 5.1 和 5.2 节中的说明）它们与其它导数有关. 

如同在 2.8 节证明的, （13.8.11) 的解是从初始猜测 (z ⑴ (t)，ti ⑴ (t)， V ⑴ (t)，w ⑴⑼ - 
0开始以如下方式计算的逐次逼近 （a: ⑷⑴， u ( *)(0、y ⑻⑴— +00) 的 极限： 


#+%) = 十 ⑷ W，ti ⑷⑷，⑷)心， 

u (*+”(t) = + c ®a(*-)/ 2 (x^(5),u<*>(a),v (fc) W,v ( * > («))d«. 

j/*+”(t) = c -c,(r-t) 1/l _ e -Cx(M~t) gi ( x (fc) u w (s),y (k) {s),v {k) (s))ds t 

v(*+” ⑴:* e_ c *( 卜〜 1 - r c - Ca(- -* ) p 2 (i ( * ) (a), u (fc J (a), y ik) (a), v (fc) {a))da. 

Jt (13.8.13) 

因此，为了证明 （13.8.11) 的解的某些估计，按归纳法我们可假设*次逐次逼近 
满足这些估计，然后以这些假设为苺础，验证 (k + l) 次逼近也满足它们.当然，这些 
估计必须与 A; 无关. 

现在假设对某^. 2 , k 次近似满足 (13.8.12). 由此得知 


||x ⑻⑺|| < 2 ee~^\ ⑷II < 2 ee-^ r ^ (13.8.14) 


与/<\的值无关，只要 t 足够的大，其中£是所考虑的鞍点邻域的大小（故扣 Ml < 
e ， lll/i|l O. 

基于恒等式 （13.8.2), 函数 A 可有估计 


ll/ill < 8up||/{ / lx(Vit , ) |l- ||x|| 2 ||»,t»|| + «up||/;2 (v ，—||. Ml. ||y,v||- (13.8.15) 

16 严格地讲,这给出 （13.8.8) 和 (13.8.9) 右期的 0(.)- 塑估计,但是只要将 W 稍微靠近 
零，就可用 o 符号代替符号 O . 




m 鞍点平衡态的同宿回路分支 


由此，由 (13.8.14) 和假设 （13.8.12) 成立，得知对充分小£有 

||/ 1 0r( fc >W,u( k >W ， v w W ， vW(5))|| 

< e -2 Ao 3 e -7 o ( r -,) + K 0 Kle - x ， s c -^ T -^ (13.8.16) 

(I + KoK^e-'^e-^-K 

其中 / C Q 是某常数.注意，我们在这里用了诸 A 之间的关系式 （13.8.4) 和 （13.8.6). 
类似地，如果 e 充分小，则 

||/ 3 (* W ( a )， ti ⑷⑷ w )|| < (e + SK2 ) e - x， \ (13.8.17) 


其中可缩小鞍点邻域的大小使得 《5 = siip ||/ 22 || 选择为任意小. 

由 （13.8.16) 和 (13.8.17) 分別得到 

⑷⑷， ti ⑷ W , V W 心 | 

<(1 + K Q Kl)e~^ r J T - X)$ ds 

和 e 

I 乂 e A "./ 2 (* w (外 ti ⑷ (,)，* /⑷ (*)， v ⑷⑷)办 

彡 (ff + SK 2 ) j l e (x，， - x，)B ds. 

由此 1 见 (13.8.13)，(13.8.3) 和(13.8.5)|, (*，满足具有相同的心和 A 的 
(13.8.12), 如采 

和 1 

Ki ^ e + {.£ + 二 ] y' 

由问题的对称性，立刻得到关于的不等式，它们对 （ V ， v ) (fc+1 ) 满足 （13.8.12) 已 
经足够了.总之，这给出 


hi ^ (1 
Ki ^ e - 


*Vi +70 • 
(e + 6 K 2 ) max ^ 


硕； 
7， a "- W ， 


(13.8.18) 


其中当缩小鞍点邻域的大小 f 时占趋于零. 

这些不等式对/<* 2 == O ( e ) 和心= 0(1) 容易满足.因此.我们事实上可以选择 
适当的常数使得估计 （13.8.12) 满足.为了完成引理的证明，必须证明类似的估 
计对 (13.8.11) 的解 ( i ( t ), w ( t ) ? y ( i ), w (0) 的所有导数成立. 




鞍点平衡态 W 近轨线性态的怙计 


在 2.8 节已经证明逐次逼近收敛于边值问题的解和它的所有导数.因此我们可 
以假设次逼近满足 17 


(13.8.19) 


||ZVc (*) ⑷一 D p (e B ^x 0 )\\ < 

IK 奶 -， （i3 8 ⑼ 

l |£) p y ⑷ ( t ) - D p ( e - c “ T _ t ) y 1 )|| < K [ pi e -^ r -^ e -^-^ T , 

|| XV ； W(OII < ^) c - V ( r - O j 

其中某与 Ar 无关但可依赖于导数的阶 p. 于是，基于这个假设,我们必须证明 
下一个通近 （a： ( * :+1) (t)，ti ( * +1) (t)，|/ ( * + n(t),t; ( * +1) (f)) 的导数满足相同的估计. 

事实上，只箱对 *(*+ ”⑷和 ti ㈣ (0 进行计算，对 V (fc+1> W 和的公 
式由问题的对称性得到. 

微分 (13.8.13) 给出 

£Vr(* + ”(f) = D p (e fl »*:r。） + /^/办⑷ W， W ( *)W,y ( *)W, v ( *)W) 心， 

D p u^ l \t) = Dp(c^tio) + f D P Mx^ (s), u< fc) (s) t (a), [s))d S . 

Jo 

由 （13.8.3) 和 (13.8.5), 我们有 

< e-^« /’ 一 llW / 办 ⑻ ( 外 ti ⑷ W ， I/ w ⑷， v( fc> W) 响， 

Jo (13.8.20) 

⑴|| 

(e~^ [l + 乂 V 、 ||P P / 2 (x<*>(5),u^(3),yWW ， t;<*)(3))j| *]. 

现在用早先我们在证明引理时的相同方法，我们还必须验证对任怠 P， 类似于 
(13.8.16) 和 (13.8.17) 的估计对导数 D p fi, 2 也成立： 

l|Dp/ 1 (* W W，《 W W，V(*» W W)ll < 心- ，( T -)e-U (13.8.21) 


(13.8.20) 


||D p / 2 (z ⑻⑷， t* ⑻ W,y ⑷⑷，⑷⑷)(於 + 邮 V A ' (13.8-22) 

其中可以将考虑的鞍点邻域缩小使得 *5 选择为任意小.片 2 与 （13.8.19) 中的常数 
K[ p ^ 的特殊选择无关，与 《1 P) X关（然而，犮 1.2 可依赖于对应较低阶导数的 


我们用记号= 


d ( xO , uO , y \ 
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第13章 孩点平 衡态的同宿回路分支 


由链规则,导数 


^ p / i ( x ( t ) W ， tx ( fc ) («), V ( fc ) U ),^ fc) («)) 


可由和式 


常数•厶⑷(一)⑷，⑷，， )) 

xHA ^ iWCa ), uW(«))|| • • • ||D| fl (xW(a),uW(a))|| 


(13.8.23) 


Q \ + Qi ) 是满足 


估计，其中奶. 2 是满足 丨 < 仍+仍 < P 的非负整数， ii (* = !,• 

1 \ + . •.十~1+<|3 = P 的正整数 

由假设，对导数 IIAti ㈨ (a)|| 和 ||A” W («)|I 的估计由 (13.8.19) 给出.对大的 
由估计 (13.8.19) 得 


||Ax ⑻ (s)|| 彡 ||Ay (fc) WII ^ 2e~^ r -' 

W 此估计 (13.8.23) 可傲写为 


常数 .51 职 


d^fi 


(X ⑷⑷， ti ⑷⑷，， W,t/*)00) 


(13.8.24) 




, u )^ d { y , v )^ 

(13.8.25) 

显然，在 A 的估计中，满足仍 > 2 和奶》1的项满足 (13.8.21), / 2 的估计中使 
得讥彡 2的所有项满足 (13.8.22). 也注意 


_ d^fa 

d ( y , v )^ ~ d { y , v )^ 






和 I 、2 

d ( y , v )^ 


u< fc) («) = 0(c 


-V. 


(13.8.26) 


其中，我们利用了 (13.8.12), (13.8.14), (13.8.4) 和恒等式 (13.8.2), 在； r = 0它们给出 

^ = 0.由于％ O' - 2 和 /u € (7-1， / n 的仍阶导数是光滑函数因此，一 
a ( y ， v 产 

旦在 a: = 0它等于零，它珥由 0 { x ) 估计. 

因此，由 （13.8.26) 得知，对/’：的估计 (13.8.25) 中满足奶= 0和奶> 1的项， 
以及对/ 2 的估计中满足仍=0的所有项分别地也满足 （13.8.21) 和 (13.8.22). 

类似地，由于力在 （2M0 = 0恒等于零，得知 


h 


O ( e ^ T - 0) ). 


Wife. /,的估计 (13.8-25) 中满足 qi ^ 2 的所有项满足 （13.8.21). 




13.8 鞍点平衡态附近轨线性态的估计 


. 591 • 


在 (13.8.25) 中致后余下要研究的项是（奶= 1) 

K 為1一妙 


和 


1 A ^ L / Lll . 

I dud { y , v )^ || 


注意在= 0,尨= 0 [ 见 (13.8.2)]. 因此，它以及它关于 （ l /， v ) 的所有直到 
92 彡 r - 3阶导数都是 O ( x . ti ) 阶的.由此，从 (13.8.12), (13.8.14) 和 (13.8.4) 得知上 
面两项可以由（常数. e -^ o ( r -.) c - V . } 估计，即它们满足 (13.8.22), 以及若舴彡1， 


满足 （13.8.21). 

剩下对/丨考虑悄形仍= 1,92=0. 为满足 (13.8.21), 我们必须证明 


*= 0( e ~^ r ^ e-' Xt h 

o(x,u) 

但这 M 然可从 （13.8.14) 和 （13.8.12) 得到，因为 /: = / nx +/ 12 ti , 以及 /“在 { v , v ) = 0 
等于零[见 (13.8.2)). 

我们已经证明导数 DMx ^ Hs ), y ^( s ), v ^( s )) 满足估计 （13.8.21) 和 
(13.8.22). 注意对 : c ⑻ (5) 和 y ⑻ W 的导数我们仅仅用了估计 (13.8.24), 它与 （13.8.19) 
中的的选择无关. W 此， (13.8.21) 中的估计 W 子 A 亊实上与无关. (13.8.23) 
中依赖于尺以的对 (13.8.22) 起作用的项仅为 

ii^ii . \\D p u^m ^ ii/i.ii - \\D P v^m 

这里的第一项珂由 6 K ^ p ) e - y ' 估计，由缩小所考虑的鞍点邻域《的大小可使抑其中 
的6任意小.第二项可以由 

^p) c -V(t-.) . ( |, /iiw || ||xWW|| + 11/ia.ll llu^WH) 

= Ki p) • 0(||^ fc )(5)|| 2 + llu^WH) = K^ p) • 0{et- y n 

估计 1 见 （13.8.14), (13.8.12) ^ (13. S .18)). 所有这些与 (13.8.22) 完全一致. 

现在,对下一个通近估计 (13.8.19) 的正 
确性由 (13.8.21), (13.8.22) 得知，它们与由 (13.8.16) 和 (13.8.17) 得 (13.8.12) 的正确 

性的方法完全一样. 

这就完成了引理 13.5 的证明. 

注1根据本书第一卷附录 B 对微分同胚的鞍点不动点附近轨线估计的完全 
相同的步骤，我们也可以证明 

||$i. 2 llc-* = Ilm, 2 l|<--' = o(c^ T ) 


以及对 r = 2 这个估计也成立. 


(13.8.27) 




第 13 意鞍点平衡态的罔宿回路分支 


注2回忆当系统 （ C 0 光滑依赖于某些参数时，坐标变换将系统化为 C — 2 - 
光滑依赖于参数的形式 （13.8.1) 和 (13.8.2) (确切地说，它关于所有变 M 和参数的直 
到 （r - 1) 阶导数连续，除了只有关于参数的最后 （r - 1 ) 阶导数可能不存在).此时 
矩阵 B 1|2 和（7 1|2 是参数的 C ^ 2 - 光滑函数. 

引理 13.5 的估计在这里仍成立.事实上，贯穿我们的证明（与本书第一卷附录 
B 中的类似叙述相比较）容易追踪关于参数额外的 g 次（ 9 < r - 2) 微分只能得到在 
估计 （13.8.8) 和 （13.8.9) 的右端出现0因子，但这个因子可以在 A 和 7 接近于零时 
被 o ( e _ AT ) 和 o ( e -^ T ) 项吸收. 

闲数 《和 q 的 （r _ 1) 阶导数现在分别可以用和 o ( r ^ e -^) 估计 
(证明与附录 B 中的过程完全相同).这里 g = 0 ,...，r - 2是关于参数的微分次数， 
赴和 7() 现在以对矩阵指数的估计 （13.8.3) 水远满足的方式依赖于参数. 

注3我们史多注息鞍点的不稳定流形是一维的情形.这里没有《 - 变 S 且 
yeRK 由尺度化时间，系统 （13.8.1) 可以化为形式 

± = + /u(x,y)x + /i2(U, y)u, 

u = Dju + / 2i ( ar , y)x + / 22(^i y ) w , (13.8.28) 

V = !/， 

其中氓的所有特征值 （ h ,... , hn ,) 有相同的实部- 1 
都位于直线 Rc ( ) = < -1/ 的左边 

须满足 

/ 4 l ( x ,0) a 0, / ii (0,0, y )»0. 

引理 13.5 在这里断萏边值问题 的解焙 

yo = e - T y u 

X\ = c B ; T x 0 + ^ i (^ o »« o . yi . r )» (13.8.30) 

tii =^( x 0 jUo , yi , r ), 

其中 

IK , lie -* = 临 llc ^ = o ( e ^ ，r ). (13.8.31) 

这里 

i / < i / < min {2 i ^, i / / }, v <u < 1}. (13.8.32) 

估计 (13.8.27) 可以写为 

\\^,2\\cr^ = o(e~n- (13.8.33) 


u < 0 t B 2 的所苻特征值 
. C ^ 1 -光滑函数心必 

(13.8.29) 




較点 平衡态附近轨线性态的估计 


注4对 (13.8.30) 中的函数心, 2 可得到更精细一点的估计.即，设 

li,2(«o ， yi ， T) = Ci,2(0 ，《 o ， yi ， T). (13.8.34) 

则喊数&,2分別满足某些比6,2更好的估计.亊实上，我们有 

lllillc-* = o(e^), - o(e-^), (13.8.35) 

对任何和/>满足 

u <0 < min{i/ // ,2(l + < i> < minfi/ 7 ,1 + i/}. (13.8.36) 


为了证明这点，我们指出& = :( T ) 和& = ti ( r ), 其中 ( x ( t ), u ( t ), y ( t )) 是系统 
(13.8.28) 边值问题{怎⑼= 0, t /(0) = tio,y(r) = yi} 的解. 它满足积分方程系统 
[见 (13.8.11))： 


x(t)^ e B ^f, (x(s), u(s), Vl e- T )ds t 

u ( t ) = c^^tio + J e° 3(t ~ 0) fiixis), u («), Vie *" T )da, 


(13.8.37) 


对它可从 ( x , u )( e )=0 开始，用逐次逼近法 求解. 可以验证（与引理 13.5 的证明方法 
相同)，对所有 t e [0， r ] 每一个逐次逼近满足不等式 


IWOllf < lluWHc -. < K 2 t~°\ (13-8.38) 


诸 K 为某常数，对每一步通近它们都相同.闵此其极限满足相同的不等式，这就给 
出了 (13.8.35) [见不等式 (13.8.12) 的说明 1. 




14 章安全和危险的稳定性边界 


迄今为止，本 is 所叙述的材料涵盏了对两个非瞬时现象分析的理论基础 •• 驻定 
态和&激振动.前一个的数学映像是稳定平衡态，后一个是稳定周期轨道.理论上， 
系统可观察到的与相空间中代表点的位置相应的状态没必要确切地定位在平衡态或 
荇煳期轨 逬上， 但可仅无限接近^我们也必须考虑到系统参数可能的变化.如果参 
数变化充分慢，则代表点可在稳定性区域内跟随极限机制发展.但是，当研究一个 ii 
体的动力系统和选抒参数值时，我们必须注意不仅要考虑机制的稳定性赵求，也驳_ 
考虑 K 它问题.例如,有可能装霣的 M 佳工作条件只能在它的稳定性区域的阑值附近 
达到. 另一 个问题是系统的参数珂向稳定性边界以拟驻定方式发 W 任何进一步的 
侵入超出了这个边界会导致出现非常不平凡的动力学 . 2 对这种悄况的分析躭是我们 
最后这一章的 主題： 当在稳定性 区域的 边界游弋时，代表点具冇什么样的变化？ 


14.1 平衡态与周期轨道的主要稳定性边界 

为了回答上一节提出的问题，我们必须首先详细说明平衡态和周期轨道稳定性 
域边界的主要类型.为此我们必须对前面各章叙述过的所有信息进行系统地 分类. 
特别关注区别各类边界的特性- 
考虑由 

x = X { x f e) t e = ( ci , ••- , e P ) (14.1.1) 

~> 代表点到极限状态的收敛过稃称为 W 时机 》. 形式上.极限机制以及附近的瞬时过程不可能 
明显地加以区别.然而，对每个非线性动力学的特殊领域的这些过程的直观理解以及对它们的及 
时区分通常不会引起困难. 

2 这种情况照字面意义称为“在混沌的边缘 



平衡态与周期轨道的主要垅定性边界 


刻画的 n 维 p - 参数族. 

假设系统有平衡态（为简单起见，设平衡态在原点，即 X(0,e) = 0). 在参数空 
间 RP ， 平衡态的稳定性区域的主要边界是由下面给出的条件定义的两个余维1曲 
面，在它们上面平衡态变成 

⑴鞍-结点 

X(0,e) = 0, A n ( C ) = 0, 

△ i ( e ) > 0 , ... ，△„_“£)>()， l 2 ( e ) ^ 0, 

其中 A^(e) 是第 i 个 Routh-Hurwitz 子式， h ( e ) 是第一个 Lyapunov M . 

(2) 弱焦点 

X(0,£) = 0, A„-i(c) s= 0, 

△i ⑷ > 0,… ，一 2 ⑷ > 0, A n (c) > 0, 厶 1 ⑷卢 0, 


其中 Li ( e ) 是第一个 Lyapunov (热点） M 

接下来假设系统 （14.1.1) 在某参数区域内有稳定的周期轨道.这里,稳定性区域 
的边界可以按照在边界是否存在周期轨道而区分为两类主要的不同类如果周期 
轨进在稳定性边界存在，则问题化为对应的 Poincar6 映射的不动点的稳定性条件的 
研究. 

设 

E ( p , e ) = p n_l + ai(c)p n -* + ••• + » 0 (14.1.2) 

是在不动点线性化映射的特征方程.则下面对应的条件给出第一类稳定性边界： 


(1) 鞍-结点周期轨进（折分支）三 ( W ) = 0, l 2 ( e ) / 0. 此外，除了/> = +1，特 
征方程 (14.1.1) 所有其它的根严格位于单位圆内 • 

(2) 倍周期分支（翻转分支） 5 n (- l , e ) = 0, / 3 ( e )^0. 除了 P = -1, (14.1.1) 其它 


的根必须严格位于单位脚内. 

(3) 不变环面的产生 = 


jo, y, ⑷ # 0.除广 = 


e ^, (14.1.1) 所有其它根必须严格位于单位圆内. 


还存在四类已知的主要稳定性边界，在它们上面周期轨道不再存在. 


(4) 周期轨道妍缩为弱焦点（当它趋于分支点时周期轨道的长度收缩为零)•这个 
条件与定义平衡态具有单对纯虚特征值的边界条件重合，只要 Lyapunov M ^ i (£)<0. 

(5) 周期轨道与鞍-结点平衡态 A 的同宿问路 r ⑷合并，其中《 W ^( O e ). 

(6) 周期轨道与鞍点平衡态 O e 的同宿回路 He ) 合并，鞍点的特征指数 Ai ( f ), ••- 1 




A n (£) 满足下面的 条件: 


第14韋安全和危醱的备定性边界 


Rc A ,(£) < 0 (i = l ,-- - f n - 1), A „( e ) > 0, 

^ A ,( e ) + A „( e ) < 0. 

在这种情形和上一^情形，周期轨道的周期无限增加，而其长度保持为有限. 

(7) 也是最后一个对应于“蓝天突变”的情形，即当趋于稳定性边界时周期轨道 
C c 的周期和长度都趋于无穷.这种边界是由鞍-结点周期轨道的存在性进行 
区别，这里我们假设当 t — +00时不稳定集上的所有轨线都回到£•， K •中 
^ u (£-) nV ^ M (/：-) = 0. W U { C 9 ) 中的轨线定义了所谓本质映射 /( 详细见笫12资). 
它是圆周映射，当穿 过鞍- 结点边界中使/的度数为零，且 maxi/^J < 1的这部分 
时出现蓝天突变. 

这些分支中的大部分其算法已经开发出来了，因此可在软件中执行，我们在这里 
指出一些为这些分支 问败而 设汁的软件包 •• LOCBIF [76] , AUTO 州和 CONTENT 
|831. “蓝天突变”是个例外.尽管它是余维1边界的，在非线性动力学的应用中还没 
有找到这个分支，甩然明 显的数 学校咽已存在 1531. 

14.2 稳定性区域的余维1边界的分类 

稳定性的安全边界和危险边界的概念是 Bautin [24] 在研究平衡态的稳定性边 
界时提出的. 

通过安全边界时，系统的状态仅仅有小的定量 改变. 而在危险边界系统的任何 
小扰动都会使系统离开危险边界并引起其性态的重大和不可逆的变化. 

在这里我们应该注意，在安全边界情形，参数慢慢移动回到稳定性区域时系统 
可回到原来的状态，而这在危睑边界情形一般不可能. 

M 然，安全边界和危险边界主要是由在边界上对应的平衡 态或刑 期轨进的稳定 
性和不稳定性区分. 

定义 14.1 在平衡态 O r 的稳定性边界上的点印称为是安全的，如果 O ,。 是 
渐近稳定的. 

定义 14.2 在周期轨道的稳定性边界上的点句称为是安全的，如果 
是渐近轨道稳定的. 

后一个情形对应 Poincare 映射的不动点渐近稳定. 

在这样的稳定性边界上，分支平衡态 O ,。 （或周期轨道 L eD ) 仍具有吸引盆•因 
此穿过边界后，小吸引“云”（它的大小依赖于我们离开边界有多远）将继承仏。（或 
L eo ) 的稳 定性. 当参数向相反方向变化回到稳定性边界时，将使云轨迹缩回到—点 
(或周期轨道). 




稳定性区埋的余绻 1 边界的分类 


这样的悄形我们称稳定性的软失去.新迷立的机制内吸引轨迹可以是新平衡态、 
周期轨线、非共振环面，或者甚至是奇怪吸引子（这种情况一般归于即时混沌).当 
O eo 有三个零特征值时后一个选项是有可能的（对对称系统见 118] 或者 [129]). 

定义 14.3 在平衡态 O e 的稳定性边界上的点句称为是危险的，如果。是 
Lyapunov 意义下不稳定. 

定义 14.4 周期轨线的稳定性边界上的点称为是危险的，如果对应的 
Poincard 映射的不动点在 Lyapunov 意义下不稳定. 

注意定义 14.2 和定义 14.4 只适用于周期轨道在稳定性边界存在的情形. 

这里，当接近稳定性边界时下面的悄录 发生： O e ( L t ) 的吸引盆越来越小，在 e = 
fo 的极限，它退化为稳定集 W a ( O eo ) ( W '( L eo )). 这个集合是非空的，因为由定义， 
0,0 € W a ( O eo ) {Leo Q VV *( L fo )). 但是，它也"了能仅由一个点 O ea 组成:例如，平 
面上不稳定环坍缩为稳定焦点.在一般情形， W -( O eo ) ( W '( L eo )) 是不平 凡的. 此外， 
在某些情形它还可以是全维（等于相空间的维数）的：例如，如果 O ,。 是鞍-结点. 

通过危险点后，代表点的性态可有如下情形： 

(1) 如果在 O eD ( L t 0 ) 的小邻域内不出现新的极限则代表点从该邻域发敗. 
此时我们朽所坍刚性失去 © 定性. 

(2) 如果出现新吸引子，则仍存在代表点从该邻域跑出的可能性，而不坫选择一 
个已经出现的稳定机制. 因此我 们也可把这个悄形归于刚性失去稳定性. 

后面的说明仅仅娃启发性的.它反映小噪卢的影响，这在实际系统中永远存在 
(此外，大家知道在分支阑值附近波动被放大). W 此，代表点甚至在系统到达危险边 
界以前就从老机制挣脱了. 

从上面的理由得知，当穿过稳定性边界时系统的动力学问题依赖于系统在临界 
悄形的 性态. 这就是为什么即使还没有进一步研究相应的分支现象之前，研究临界 
情形仍是非常重 要的. 此外，完全的分支分析在许多情形（例如，平衡态至少有 3 个 
特征指数在虚轴上，或者周期轨道有3个乘子在单位圆上）职则上是不现实的（见 
[60])- 

在稳定性边界上的安全/危险点处周期轨线不存在的情形（大范围分支情形)，情 
况变得不太确定，一般还不能作很好的区分.但是.在主要情形已经得到了充分的了 
解（见下面). 

这一节的余下部分我们仅考虑余维1的安全/危险的稳定性边界.这允许我们 
只 要用一 个分支参数.因此，我们假设在 e = 0系统 

x = X ( x ,€) (14.2.1) 

位于稳定性区域的边界1：，£<0时它在稳定性区域的内部 ， e > 0时在其外部. 




14.2.1 安全边界的准则 


安全和危醱的稳定性边界 


(1) 设 O e 是平衡态， O e=0 有单对纯虚特征值.此时系统 X(e ) 写为形式 

x = p{e)x - u(e)y + (Li(e)x - Qi (e)y)(x 2 + y 2 ) + …， 
y = u(e)x + p{e)y {ili{e)x + Li(e)y){x 2 + y 2 ) + ••- , (14.2.2) 

* = (4 ⑷ + 

其中: r, j/ € R 1 , z € R n _ 2 , w ⑼ # 0，p(0) = 0, 在 e # 0,p(e)e > 0. 矩阵 A(e ) 的特征 
值有负实部.如果 Lyapunov S 心⑼是负的，则对应的边界&是安全的.当£从 
零增加时，从弱焦点 O e=0 产生唯一稳定的周期轨道（图 14.2.1). 



m 14 . 2 . 1 在安全边界上出现 ffl 临界 Andronov - Hopf 分支. 


(2) 设周期轨线的一个乘子在稳定性边界上变成等于 -1. 与周期轨线横截 
的截面上的 Poincare 映射了可表示为形式 

£ = P(^)x + 叼⑷工 2 + 03(f)* 3 + （14 2 3) 

y = (/l(c) + y(x,y,c))y. 

其中 xeR\ye IT'〆。) =1,当 e < 0时 \ p { e )[ < 1 , 当 e > 0时 |p(c)| > 1. A ( e ) 
的特征值严格位于单位阓内.如果 Lyapunov M / 2 = -a 3 (0) _巧⑼是负的，则稳定 
性边界灸是安全的. 

由这个 Poincare 映射的形式得知，对应于 y = 0的不变中心流形在这里是 
M6bius 带，周期轨线为其 中线. 在 5 > 0,其它出现的二赉回路的周期轨线继承所 
有附近轨线的稳定性和吸引性，见图 14-2.2. 




14.2 稳定性区域的余雄 1 边界的分类 


. 599 . 


( 


图 14.2.2 倍阓期分支或翻转分支- 

(3) 设系统有具有一对乘子等于⑷的周期轨线，其中 W0) / {0, V 2 , 27T/3, 7T}. 
于是 Poincar6 映射可写为形式 

x = p(e)(xros - y sin #(£)) + (Li(c)x - Q(e)j/)(x 2 + y 2 ) + …， 
y = p(f)(xsin v?(e) + ycos v»(c)) + (0(£)x + Li(c)y)(x 2 + y 2 ) + …， （14.2.4) 

i = { A ( e )-\- h ( x t y , z y e )) z , 

其中 x,y € R l , z S R n - 3 , 当 e < 0 时 \ p ( e )\ < 1 •当 e > 0 时 \ o { e )\ > 1, 且乂⑷的特 
征值严格位于咿位岡内.此时如果 Lyapunov S L “ 0 ) 是负的，则边界为楚安全的. 
穿过为从周期轨线产生的稳定二维不变环面，如 Andronov 对这个分支描述的，“环 
失去它的外形”，见阁 14.2.3. 这是一个从自激振动到拍频调制软过渡的可《机制 • 


m 14.2.3 不变坏面的软生成.环失去它的外形 

⑷在这种情形下周期轨线4当 e — 0时的极限是由简单鞍-结点平衡态和 
它的分界线组成的同宿环 r •，见图 14.2.4. 我们也假设 n 是光滑曲线（即同宿轨线 
不在鞍- 结点的非主流形上).所给的稳定性边界&是安全的，因为曲线 r •稳定 
(它吸引位于 r_ 小邻域内的每一条轨线).离开分支点，当 e > 0 时由于稳定点的出 
现，出现了驻定机制. 

(5) 周期轨线还有一个余维高于 1 的稳定性边界对应于“蓝天突变 ”[lS2j. 它可 
出现在 n >3 维系统中. 
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图 14.2.4 稳定坏的消失可以导致出现具有 H 向渐近轨线的鞍-结点 • 


在这种情形下， e — _0时分支周期运动 £ e 的极限拓扑不包含平衡点，但鞍 
结点型的周期轨线/：•当 e < 0时 消失. 轨线 £• 是在它仅有一个乘子等于1，以及 
第一个 Lyapunov ft 不等于零的意义下的简单鞍-结点. 

在定义稳定性边界 S 5 时脔要一般位置的下面条 件：用 •记 £• 的不稳定集. 
它局部同胚于半柱面 R 1 x S 1 . 我们假设 VV& 中的所有轨线当 t — +00时趋于/：•， 
且没有轨线位于强稳定子集上，即 ^0^2- =0. 我们另外要求％•与 £• 
从结点区域一侧按阐 14.2.5 所示的方式连接，还加上了某些定 fi 限制（详细见1 2 .4 
节). 

边界灸是安全的.当 e > 0时周期轨 ifl £• 分裂成两部分：稳定环£«+和鞍点 
c：. 因此新稳定的极限机制将由 £；r 给出. 

14.2.2 危险边界的准则 

(6) 此时，周期轨线厶的极限拓扑是双向渐近于鞍点平衡态的分界线回路 t 
要求在鞍点的特征方程的根 Pi，P2,... ， 和满足 Rc Pri 彡 ... 彡 R cpa < 0 < 仍且鞍点 
M a = Ropa + p , 为负.边界 S 6 是危险的， K 为回路 f 不 稳定： 有些轨线当 t — ±oo 
时离开它的小邻域，见图 14.2.6. 

(7) 设平衡态 G 的一个特征值在£ = 0为零.于是系统可以表示为形式 


x = /?(z,c) + /(x,y,e)y, 
y = (A(e) + g(x y y t e))y t 


(14.2.5) 


其中 x€R\y€ R n - 2 , R(0,e) = ff, fl,(O f c) = 0. 选择满足条件 = Rz,{0,0) ^ 0 
的一般悄形.由于已经假设从 e 的负值开始通过边界，我们假设匕 > 0. 相应 的稳定 
性边界&是危险的： 当 e — -0 时， 另 一个鞍点平衡态趋于 O e 且在 £ = 0与它合 
并.当£ > 0 {R(x,s) > 0) B-I , 所 得的鞍-结点 CT 消失，所有轨线从它发散，见阁 
14.2.7. 

( 8 ) 这个情形类似于情形 1 ， 但是现在 ^,( 0 ) > 0 .当 e 〜_0 时鞍点周期轨线收 
缩到稳定点 CV 通过 e = 0平衡态变成鞍-焦点：它产生二维不稳定不变流形（即 




围 14.2.5 S 天突变的示意 ffl . 埘期轨道 L (0 在鞍-结点环附近的形状宥上去像压缩的 螺线. 



图 14.2.6 W 期轨道分支出 的皸点 M 宿回路. 


边界为是危险的). 

(9) 这个情形与情形2相同，但 “ > 0. 这时候出现不稳定性，因为周期2鞍点 
周期轨线与稳定周期轨道合并.当 e > 0时,后者变成鞍点，因此它的不稳定流形同 
胚于 Mbbius 带. 

(10) 这个情形与情形3相同，但 Li (0) > 0. 当不稳定二维不变环面收缩到周期 
轨道时，稳定周期轨进变成不稳定.当 e > 0时，周期轨线的不稳定不变流形是 
三维的. 

(11) 设周期轨线的一个乘子在 e = 0变成等于 1. 相应的 Poincare 映射可 
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围 14.2.7 



没有同宿的鞍-结点分支. 



表示为下面的形式 

* = x + 

^=(A{e)+g{x,y,e))y, 


(14.2.6) 


其中 X e R\y e R n ' 2 . 设 h =* fl , x (0,0) > 0. 则边界其有危险特性， W 为当 
e — 0 时心与鞍点周期轨线 结合. 分支轨线/：•是鞍-结点型，它冇同胚于柱面 
S l x R + 的不稳定不变流形见图 14.2.8. 



稳定性区域的动力磽定和动力不碗定边界 


综上 所述： 平衡态的主要稳定性边界集由三类曲面 组成： A ，灸和 s 8 . 只有 A 
-类边界是安全的.对周期轨道，存在9类主要的稳定性 边界： 它们中灸， 

是危险的， S 2 , S 3 ， S 4 ， S 5 和 Si , S 2 是安全的（后面两个分别对应于亚临界 Andronov - 
Hopf 分支和翮转分支). 

14.3 稳定性区域的动力确定和动力不确定边界 

在这一节我们将试图回答下面的 问题： 当穿过稳定性边界时哪里的点成为代表 
点？或者，换句话说,什么是它的 n - 极限集？ 

当我们处理稳定性区域的主要安全边界时回答是 M 然的： 代表点趋于从软分支 
出现的新稳定机制.当系统通过危险边界时情况则完全不同：点脱离旧机制而庳开. 
此 时冏部 分支理论不能直接回答上面的问题不过，为了解决远离分支会发生什么悄 
况，我们引人稳定性边界的两个有用的子铟一动力确定的边界和动力不确定的边 
界【137,26|.我们首先考虑几个例子 • 

第一个例子由出现在耗散系统中鍅典型的分支之一阐明.即附有鞍点同宿回路 
的稳定周期轨道 M .以和 r 2 记鞍点的不稳定分界线.设 n 在分支点形成同帘 
回路用 n(r 2 ) 记第二 条分界线的极限集.在一般悄形州 r 2 ) 是 一个吸 引子.例如， 
稳定平衡态、稳定周期轨线，或莕稳定环面等.由于分支以后代表点立刻沿騎 h 贤 
跟 n ( r 2 ) ,这看上去像 Q ( r 2 ) 变成它的新吸引子. 

第二个例子呈现稳定平衡态，它与生成的鞍-结点的鞍点合并.以 r 记当《 — 
4-00 时离开鞍-结点的仅有的不稳定轨线，它的极限集记为 n(r). 如果 n(n 娃个 
吸引子，则当鞍-结点消失以后代表点将趋于它.但是，另一个情软也玷冇吋能的. 
就是说，当 t — 土00时 r 趋于同一个鞍-结点.于是我们有上面几节描述的情况： 
从 f 分支出的稳定询期轨线变成代表点的新极限机制 - 

在两个分支平衡态的不稳定集都是一维的意义下，两种情形有许多共 同点如 
果临界平衡态的不稳定集是高维的，则所得的图像可能完全不同.阁 14.3.1 躭表明这 
个情况.当不稳定环收缩到平衡态时，我们面临进退两难的局面 •• 代表点可能跳到稳 
定结点 Oi 也可能到稳定结点 o 2 . 因此这种危险边界必须分类为动力不确定边界 

考虑另一个假设的例子.设二维微分同胚在 e = 0有如阁 14.3.2 的相图.其中 

和0 3 是稳定不动点，是鞍点.鞍-结点 O 的不稳定集^与鞍点的稳定流 
形横截相交.当鞍-结点消失时，存在代表点新机制选择的不确定性，因为它 
可能收 1 敛于或者 o 3 . 

我们现在可以断言，稳定性边界是动力确定的，如果穿过边界时代表点的性态 
是唯一确定的.这个情况出现在平衡态（周期轨线）的不稳定集 W 〜在临界参数值 
至多包含一个吸引子. 

反之，如果对代表点的新机制选抒•是不明确的，则我们可以断言这样的边界是 
动力不确定的.这种情况出现在如果至少有两个吸引子属于不稳定集的边界•它也 
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⑷ (b) 

图 14.3.1 在原点的不稳定环消失时出现不碥定性. 



^ 14.3.2 由于异帘摆动动力学 不鴯定_ 

必须包含鞍点，这些鞍点的不稳定不变流形将这些吸引子的吸引盆分幵. 

下面考虑对称系统一个典型的特殊情形.例如考虑族 

i = ex — z 3 , 

它关于是不变的.容易看出，稳定性边界 e = 0 对在原点的平衡态是安全的. 
当 e > 0, 原点失去稳定性，其稳定性被两个新平衡点 O x {x = v ^和 0 2 (x= -y/i) 
所继承.因此,按照上面说明的观点 ， e = 0是动力不确定的安全边界. 
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更复杂的例子是类-摆方程 

x = /(x,i,e), 

其中 /( ： r ， i ， f) 是 z 的周期函数，且 -/(-x,-x,e). 在这个例子中，由通 
过“振动”极限环的稳定性区域边界的转移得知，出现两个张成柱面的稳定周期轨 
道，它们分別对应于摆的两个相反方向的旋转.这里，当穿过边界时，振动环与两个 
鞍点之间的异宿连合并，如图 14 . 3.3 所示.从下面的图像观察到这个边界是动力不 
确定的. 



围 14 . 3.3 相柱面的发展.任何一个对魔鬼轮有经辁的人《消楚从®点向下观察时的感觉经知 
转时别以后,宥上去你永远也不能够告诉我们轮子将怎样向 "F 滚动、顺时针滚动,还是逆时针滾动. 
A.L.S.(Andronov, Lcontovich. Shilnikov) «经亲自慠过， W 而对鞍点附近性态的定件理解衍了引人 
注0的改进. 




附录 C 例子、问题和练习 


我们希®在这个附斌里所叙述的例子对本书发展的“定性”理论提供某些教学 
说明和应用.例子范闱从现象学问 K 到应用问题.由于只有非常稀少的非线性系统 
可以不用计算机进行分析，因此如果必要我们将执行数值计算.琪实上，我们在某些 
方面将避免在技巧上的详细汁算而给出具有特性的叙述.在这个附录的准格工作中 
我们用了两个软件包,它们是 Content |1821和 Dstool [164]. 


C .1 定性积分 

C . I .# 1.1 按照下面术语对图 1.3.1 , IS 1.3.2 和阓 C .1.1 中的轨线进行 分类: 
非游获、 Poisson 稳定、周期以及同宿.这些轨线的 a - 极限集和 a ；- 极限集对应 
什么？ 口 

C . l .#2^ 对 a 的不同参败值，构造下面平面系统的相图 

(a) r = r(o - r 2 ), 0=1. 

( b ) 2 

y = z - ( y 2 - 1) - y + y - ^ , 

(c) X = y, y = 1 - ax 2 + y{x - 2). 

( d ) van der Pol 方程： 

x + a(x 2 - l)i + x = 0. 

⑷ Duffing 方程： 

x + ai + x-x 3 = 0. 




( f ) Bogdanov-Takens 规范形: 


x = y, y = —x + oy + x 2 . 

( g ) Khorozov-Takens 规范形： 



C . I .# 3. j 讨论图 C .1.1 中所示单元的相图.这里的特殊轨线是什么? 



图 C .1.1 单元的例子. 




C .2 粗平衡态和稳定性边界 


C .2.1 Routh-Hurwitz 准则 

我们在这 m 将叙述一个无痛明 a 求解特征方程，而允许我们确定平衡点的结构 
稳定性和它的拓扑类型的准则. 

问题坫问特征方程 

H ( A ) = aoA n + ay 1 + … + On 


有几个根位于虚轴的左边或右边，以及有多少个根位于虚轴上.零根个数容易确定: 
当且仅当 On = ••• = = 0 但/ 0 时方程有 s 个零根.因此，如果我们有 

代数®次 S 的零根，我们就可用 A * 除特征方程而得特征方程的最后系数不为零，下 
面假设就是这个情形.下一步是构造下面的 Routh - Hurwitz 矩阵： 




例子、问题和练习 


让我们详细叙述上面矩阵构造的算法.前面两行的元索分别是 H ( A ) 中下标为 
偶数和奇数的系数.第 A : 行组成 如下： 在第 j 列的元素是分数 

— rA-2,l r k-l,j+l 

Tki = -^-， 

它的分子是上两行的第一列和第 （j + 列所交的 （2 x 2) 矩阵的行列式的反号，分 

母是上一行第一列的元家.这个算法应用下去，直到矩阵的总行数变成 (n + 1). 

这样的矩_造仅当第一列所有元索不为零时才可能.这是正则情形.这里三(入) 
的貝•正实部的根的个数（包括電次）等于第一列元索改变符号的次数1多项式三(入) 
在正则悄形没有纯虚根.因此，对应的平衡态 O 在正则情形是结构稳定，它的拓扑类 
型是 ( n - g ， g ). 

可以验证 （ C .2.1) 中的第一列 5 T 以通过 Routh - Hurwitz 矩阵 （2.1.10) 的主子式 


△ i 表示如下: 


a 。， Al ， 


特別地，如果 ao > 0以及 △• > 0 (i = I ， 2 ，... ， n )， 则 Routh - Hurwitz 条件满足（见 


2.1 节). 

在构造矩阵 ( C .2.1) 时第一列某个元素 r m+u (1 < m < n ) 坷能为零.在这种非 
正则情形 F ， 我们应该分别求第 ( m +1) 行的第 一 个非零元家及第 m 行 
和 ( m +1) 行的最后一个非零元索 r m . p 和 r m +1 ... 由下面的规则计算亏格数 5 m+ ，: 


k 如果 fc < s - p , 

5 m 4 -i *= s — p 如果 A :> s-p 且(― 1)* ^ r m ( P r m + i,f < 0, 

s — p+l 如果 k > s - p 且 （- 1 广 > 0. 

然后，将第 （帘 + 1) 行向左移个位置，使得元索 r m +1( fc +1 变成该行的第一个,_ 
这一行的所有其它元索乘上 （一 1产.由于第一个元家现在不为零，我们可以按正则悄 
形进行.本质上，三 ( A ) 的具正实部的根的个数等于第一列中改变符号的次数与所冇 
非正则行亏格数的和. 

还剰下的特殊情形是对莱个 m , 矩阵第 （m + 1) 行的元索全部由零组成,即对一 
切）有 r m+1(J - 0. 这是可能出现纯虚根的仅有情形.如果遇到这种情况，我们应该 
用由下面的数 

( p - ( p - 2) r m . a , (p - 3) r m , 3l …， 

组成的行代替第 （m + 1) 行，其中 p 是第 m 行最后一个非零元素的序数，然后如上 
进行.在完成了构造（如果有其它等于零的行也应该这样代替）后，我们就可计算第 
一列改变符号的数目加上亏格数之和（如果某非正则行出 现). 所得结^等于具/正实 
部根的个数.这里纯虚根的个数等于1 _0,其中 P 是第一个零元素前一行的 
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其中 


P = - ( a W )+4 3> )， 


al l) 4° 

ai 2) 4 2) 


# 4 1 ) 

4 3) 4 3) 


4 2) 4 2 ) 

4 3) 4 3) 


AH 1 ) 

r = - ai 2) 4 2) 4 2> - 

a { 3 > 4 3) 4 3> 

这里， Routh-Hurwitz 稳定性条件化为下面的关系 


p > 0, g > 0, r > 0和 R = pq - r > 0 . 


( C .2.5) 


( C .2.6) 


稳定性 K 域的边界是两个曲面 （r = 0, p > 0, g > (0 和（尺= 0, p > 0, g > 0). 特征 
方程至少有•个零根在曲面 r = 0上，一对纯虚根在曲面^ 0, g > 0) 上. 

C.2.# 5：!求证在分支曲面/? = 0上平衡态的特征指数抵 {- P . iy/q ,- iy/qY 

□ 

方程 （C.2.4) 的实根个数依赖于三次方程的判别式： 

△ * - p 2 q 2 + 4p 3 r + 4g 3 - ISpqr + 27r 2 (C.2.7) 

的符号. 

(1) 如采 △ > 0,三次方程有.一个实根以及两个共轭复根 

(2) 如果 △ < 0,三次方程有三个相异实根 

(3) 当 △ = 0 又如果9 且 r = 士 p 3 , 方程有一个三重实根，或#两个 
实根（其中一个是二重根). 

方程△==0河求解如下： 

r -蠢 P? _ 

因此，特征方程的三个根都是实数，当且仅当 

■且 r ~{ p , q ) ^ r < r*(p,g), (C.2.8) 

3 

这里我们记 , 9 . 

r * = ~ 27 p：， 土开 W 一 3g ) 3/2 . 

当平衡态是拓扑鞍点时.可以用条件 (C.2.8) 区分它是简单鞍点还是鞍-焦点 • 
但是，当平衡态是稳定或者完全不稳定时，出现复特征根并不一定意味着它是焦点. 




W 录 c 例子、问题和练习 


事实上，如果最锘近虚轴的（即主）特征根是实数，则稳定（或完全不稳定）平衡态是 
结点且与其它特征根是什么无关. 

实根与复主特征根之间的边界由曲面 △ == 0对应于二敢根的部分，以及沿着三 
$根直线和曲面 △ = 0相连接的曲面 

r= f(”¥)， (C29) 

组成.这个曲而对应于一对共轭复根的存在性，其实部等于第三 个根. 当我们向 M 
减少的方向穿过这个曲面时，这对复根离开虚轴比实根更远，因此平衡态变成结点. 
当穿向这个曲面的另外一侧时，这对共轭复根比实根更接近于虚轴，故平衡态变成 
焦点. 

当研究同宿分支时，鞍点平衡点的一个赏要特征是鞍点量 a 的符号，它由左右 
两边最接近于虚轴的两个主特征指数的实郎之和定义 • 

在鞍点悄形，当两个主特征指数 Au 是实数时，条件 a = 0就是共振关系 A , + 
A 2 = 0. 借 助于三 次特征方程的系数，这个条件化为 

R = pq-r — 0, - p 2 < 9 < 0. ( C .2.10) 

当 g > 0时，曲而 i ? = 0对应于 Andronov-Hopf 分支，而这个曲面的 g < - p 2 部分 
对应于一个主特征指数与一个具相反符兮的非主特征指数之和为零 

在三维系统的鞍-焦点情形，条件 (T = 0化为 M + IUA 2 = 0,其中 At 坫实根， 
A 2 i 3 是一对共轭复根.这可写为 

r = - p(g + 2 p 2 ) t 一 P 2 < q ( C .2.11) 


当朝 r 增加方向穿过这个曲面时，鞍电 a 变成正的 • 

-维系统鞍点平衡态的另一个里要特征是，在此平衡态处向 s 场的 散度 等于特 
征根的和，即- P . 

综上所述，我们玎以把 R 3 中的粗平衡态分类如下： 

(1) 情形 p > 0 (div < 0) (见表 C .1). 

(2) 情形 p < 0 (div > 0) (见表 C .2). 

(3) 情形 p = 0 (div = 0) (见表 C .3). 

C .2.# 6. | 对罔定的 P ， 在（9,0 - 平面上画出对应的分支图. 口 

现在考虑下面几个 例子. 我们将集中考虑 Lorenz 方程、 Chua 电路、 Shimizu - 













变换 （ a ：， y , 2 ) « 一 ► 下不变. 

我们通过求解下面方程组 

0 = a(y+|-y), 
0 = x-y + z , 


0 = -by 

来找 ( C .2.12) 中的平衡态.从这些平衡点方程，我们得 y = 0，1 = 和 x ( l - x 2 ) = 0. 










因此始终存在三个平衡点 0(0,0,0) 和在原点的 Jacobi 矩两是 



在0(0, 0,0} 的特征方程是 



A 3 + (1 -套) 入 2 本—字)久一宰 = 0. ( C .2.13) 

我们可以看到由于常数项是负的，由 Routh - Hurwitz 准则立刻得知原点是不稳定平 
衡态.此外，当 a 和6是正数时可能没有零特 征根. 余维2点 （a == 6 = 0) 需要特殊 
考虑.我们对它的分析推迟到下一节.在那里讨论具有对称性的系统的双零分支. 
条件 R ^ pq - r = 0 现在是 


7 a 7 a 2 

h = — 一 ——. 

6 36 

在 R 二0 我们有《? = -7 aV 36 < 0. 这意味着在原点不可能有一对纯虚特征值.因此， 
当 （ a ，6) #0时它永远是结构稳定.按照上面的分类表，它的拓扑类型是具有二维稳 
定流形和一维不稳定流形的 鞍点. 









C .2.# 7.1 在 ( a , 6) -参数平面上，求转移 边界： 原点从鞍点—鞍-焦点，以及 
它的线性稳定和线性不稳定子空间的方程.在参数平面内探求与在原点的平衡态的 
鞍点 fi 为零对应的曲线.求在何处向量场在鞍-焦点的散度等于零.在 ( a , 6)- 平面 
内画出找到的曲线. • 口 

接下来我们确定非平凡平衡点 0 1|2 (士 1，0，不1) 的稳定性.苜先我们在 Q 或 0 2 
线性化系统.相应的 Jacobi 矩阵是 



特征多项式是 

A 3 + (1 + |) A 2 + (6 -^)A + y =0. ( C .2.14) 

如同 O , 当 afc / 0时平衡点 Oi . 2 不可能有零特征 指数. 条件 R = 0 这时为 


这个分支边界_在图 C .2.1 中.对应的 9 的表达式是9 = 2 a 2 /9 > 0. 因此，在尺= 0, 
平衡点0 1|2 冇一对纯虑特征指数，即 

入 1.2 = 士 和 A3 = -(1 + |). 

这对应于 Andronov - Hopf 分支.当/? > 0时平衡点是稳定焦点，巧开 < 0时 
它们是鞍-焦点 (1,2). Oi , 2 在临界情形的稳定性依赖于对应的 Andronov - Hopf 分 
支是亚临界还是超临界（见 9.3 节和 11.5 节)，即点是稳定弱焦点还是不稳定弱 
焦点.为了找出这里出现什么，我们还淹要确定第一个 Lyapunov || L , 的符号.当 
M < 0时，是稳定 ， Li >0时它们不稳定 • 如果 Lyapunov M 在 Andronov-Hopf 
分支曲线上为零，则必须计算下一个 Lyapunov M ^的符号，等等 • 


考虑 Lorenz 方程|87| 


-< t(x - y ), 


y = rx - y - 


( C .2.15) 


~bz + xy . 


其中 《 r ， r •和是正参数.此外.我们将假设注意这个方程在对合 { x , y , z ) 
(- x ,- y , z ) 下不变. 


W 录 c 例子 、问題和缟习 



通过解下面方程组 


0 = - a(x - y ), 

0 = n - y - 
0 = -bz + xy , 

求这个系统的平衡态.得到 a ： = y, z(r _ 1 - 2 ) = 0 和 h = r 2 . 将最后一个方程代 
人第二个中，得到平衡点的坐标方程 

x (6 (r - 1) — x 2 ) = 0. ( C .2.16) 


可以宥出， Lorenz 方程总有一个在原点 O 的平 衡态. 当 r > 1时除了 O 以外还有两 
个平衡态 Oi , 2 ( xi,2 = yi.a = ±6 l / a ( r - 1) 1/2 ,之 1,2 = r - 1). 

在原点的 Jacobi 矩阵是 


特征方程 






0 

0 = 0 
- b-Xj 





附彔 c 例子、问 S 和练习 



有三个 实根: 


因此，当 r < 1时，原点是稳定平衡态.当 r = 1时，平衡态有一个零特征根.当 r > 1 
时,原点变成具有一维不稳定流形的鞍点，它的稳定性由稳定平衡点0 1|2 继承. 

不稳定流形是由鞍点自己和两条 t 〜 + oo 时来自 O 的轨线1\ 2 所组成. 
稳定流形是二维的 . 中的主稳定方向由对应于最小负特征根的特征向 M 给 
出.在我们的情况，它是乂 = -b， 对应的特征向量是 （0,0,1). 注意，在％中存在 
不变直线I = y = 0. 

C.2 # 8. | 求在原点的和 eff 的方程. C3 

我们对0 1|2 作稳定性分析.可以选择一个，譬如.在 A 的 Jacobi 矩阵是 


r-zi 



对应的特征方程为 


A 3 + (<7 + 6 + 1)A 2 + 6(t7-f r)A + 2 ba{r -1) = 0. 


平衡点0 1>2 的稳定性边界足由条件 


R = b(a + r)(a + 6+1)- 2 bo{r 一 1) = 0 (C.2.17) 

确定. 闵此 ，只要 a >6+1,当 

1<r< £(£^±3) 

<7 + 6-1 

时平衡态稳定.当 i? < G 时它们变成鞍-焦点 (1,2). 这发生在图 C.2.2 中 
(r,(7) -参数平面上 Andronov-Hopf 分支曲线 AH 的右边. 

在临界时刻 fl = 0分支平衡点的稳定性由第一个 Lyapunov M Li 确定. 
我们将在 C.5 节推导它的解析表达式. 

C.2.#^9r| 在围 C.2.3 中求 (r,a) -参数平面内的点，使得不对称 Lorenz 模型 

[1891 

x = -10(x-y) t 

y = rx — y — xz + a, (C.2.18) 

8 , 

z = - -z + xy 


的平衡态有一对零特征值 


□ 
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附录 C 例子、问题和缠习 



阳 C .2.2 Lorenz 橡呦中6 = 在 （ r ，< r ) -平面内的 Andronov - Hopf 分支曲线 AH 和叉分支 
曲线 r * I . 



^ C .2.3 不对称 Lorenz 携 翌的部 分分支 ffl . 点是尖点.在系统有具有两个零特征指 
数的二 ffiiii 化平衡态（见 13.2 节). 


接下来我们考虑大气物理中下面的三阶系统 I 128 !和【 183 1 

x = — y 2 — 2 2 — ax + aF, 

y-xy- bxz - y + G, (C.2.19) 

z — bxy + 12-2, 

其中 (a,6,F,G) 是正 参数. 为了求它的平衡态 (xo,yo,^o), 我们令 (C.2.19) 的右端等 






于零 •• 


0 = -pg - zg-axo + aF , 
0 = xoi#o — bxozo — yo + G 

0 = bXoVo + XqZq — Zq. 


( C .2.20) 


从第二个和第三个方程，我们得到 

_ G{\ - xo) 

Vo= 1-2x0 + (l+^jx^ 

_ bGxp _ 

20 = l -2 x 0 + (l + 6 2 ) xg ， 

将 ( C .2.21) 代人 ( C .2.20) 中的第一个方程，得到 


( C .2.21) 


(1+ b 2 )x 3 0 -12 + (1 + b 2 )F)x 7 0 十 （1 + 2F)i 0 + =0 ' (C222) 


接下来，引人新参数 


并作变换 


G 2 F 
了一 TTP * 


Xq = x 


2 B + F 
1 ~ • 


于足 （ C .2.22) 变换成三次方程标准形 


+ + e = 0, 


( C .2.23) 




BU + 2 F )(2 B + F ) . ^ 2(2 B + F ) 3 

- 3 - +C - 27 


方程 ( C .2.23) 的判别式为 


t 2 5 3 

4 + 27 


由条件 △ =0确定的对应分支曲线画在罔 C . 2 . 4 中. 它将参数平面 （ F ， G ) 划分成几 
个区域，其中 ( C .2.19) 有一个或者三个平衡态（图 C .2.4 中楔的内部) • 三个平衡态重 
合的尖点的确切位罝由 s 和 < 同时为零确定（这点记为 CP ). 这出现在 

2y/nby/ab ^ 1 + \/ 3 b 



G = 



[C.2.# 10.1 求证这个系统在 

3a 2 + 3fl 2 ^ + 12fl^ + 12^ + 40 
二 4(a + a6 2 +26 2 ) 

>/a(a 2 4- a 2 !) 2 + 4a!* 2 + 4b 2 ) 


G a = 


的平衡态其特征指数为（0, 士 iw〉（ Gavrilov-Guckenheimer 分支). 

提示： 利用在这个分支点 Jacobi 矩阵的迹和行列式必须同时为零的事实. 



图 C.2.4 对 a •= 1/4 和 6 -= 4, 从线性稳定性分析得到的 (F.C) - 分支 ffl 的片段. 

C.2.# 11.] 对下面系统进行线性稳定性分析 

r = r(/ii +az + z 2 ), 

i = ii2 + 2 2 + frr 2 . 


其中 r，p 和 2 是柱面坐标， m.2 是控制参数， a,b,c 假设为土 1. 这是 Gavrilov- 
Guckcnheimer 分支的截段规范形. 口 

|C.2.# 12：] 求坐标和时间变换，它将 Lorenz 系统 (C.2.15) 化为下面的形式 


i = V ， 

y = I — 12 — ay + Bx 3 , 
z = —(/(z — x 1 ). 

:: 两个系统参数之间的对应关系是 


(C.2.24) 








例子、问題和练习 


621 


系统 ( C .2.24) 是出现在对称系统的平衡点和周期轨道的局部余维3分支的研究 
[129] 中的渐近规范形（见 C .4 节).当 S = 0时系统 （ C .2.24) 是 Shimizu - Morioka 模 
型[127】， [191] 

* = 


( C .2.25) 


-1 


它可看作为 Lorenz 方程对大 Raleigh 数 r 的近似.它也可以以稍微不同的形式从描 
述每周一次非线性有限高而细的非线性滚动进发电机传送的 PDE 中导出. 

Shimizu - Morioka 模型当 fc > 0时有三个平衡点.原点0(0,0,0)是鞍点（2，1),特 
征指数是 

Al.2 = * (T + 0 ， AS * " 6 * 


上.鞍点显 (T = Xi + X 3 


当 A 2 = A 3 时 P 中的主方向的改变发生在曲线==二叾一上.鞍点显 ° 
在曲线 a = l ^! 上 为芩 . 

| C . 2 .# id 写出在厣点的鞍点的特征空间 e \ e \ e 9 L 的方程 • 
Shimizu-Morioh 棂型的非平凡平衡点 （ ^(±40,1) 的特征方程是 


A 3 + (a + 6 ) A 2 + ab \ + 26 = 0 . 


m C .2.5 中的 
的特征指数足 


r - Hopf 分支曲线4//由 （a + 6)a - 2 = 0 给出在 Oi,2 


A3 31 - 2 / a , Aj,2 


在曲线 / If / 的上方，平衡点 0 1 | 2 是稳定 焦点. 在曲线的下方，它们是鞍-焦点 ( 1 , 2 ). 




当 


a 




m C .2.5 从 Shimi^u-Morioka 系统的线性稳定性分析得到的 （a ,6) -分支田_ A // 表示 
Andronov-Hopf 分支曲线，<7 = 0对应于；鞍点 R. ///? - //8对应于在原 A 的主方向的改变 • 


, b < 


对 

对 

4C^ 


^ \/2 + v /5 
^ \/2 + \/5 


时有根 (ia;, - m , A). 这个平衡态在 a = ^有零特征根 • 
在认的特征方程有形式 


A 3 + a(6 - 1)A 2 + (l + ^ - a 2 6) A + (afe - c) = 


它在曲线 


j +(6- l ) a 3 , a 2 


上有一对纯虚根.此外，这个平衡态在 a= ^畀冇单个零根.因此当汕= c 时平衡态 
Oi 和重合.这个退化点的其它两 个特& 指数是 

a(l -6)± vA ^+ l ) 2 -4(6 +lj 


因此，当 


6 = 1， 0< a <>/2 


时特征指数 Au 变成纯虚数 • 

值得注意的是， Rossler 系统和新 Lorenz 系统 (C.2.19) 都具 有特征指数为（0, 土心} 
的二觅退化平 衡态. 这个分支的特征是开折可以包含环面分支曲线，以及对应于鞍 
-焦点同宿回路的曲线.因此在分支平衡点的邻域内即刻可呈现非平凡动力学- 





C.2.# 14~ I 研究神经活动的 Hindmarsh-Rose 模型 

i = y - z - x 3 + 3x 2 + I t 

2 / = —y - 2 — 5a: 2 , (C.2.26) 

i = e ( 2(x + 1.6) - z ) 

的平衡点 1177} ，其中 J 和 £ 是两个控制参数.从£ = 0开始研究（见图 C.2.6). 



ffi C.2.6 快平面系统中在/ = 5 和 e = 0 的平衡态的*坐标和 z 坐标 . /!«和分別表示 
平衡点的 Andronov - Hopf 分支和按-结点分支. 

C.2.# lT) 对下面两个系统进行线性稳定性分析，在 Jacobi 矩阵有完全 Jordan 
块的情述具有三个零特征指数的平衡态分支 1162,163] 


x = y, i-Vr 

y = z ， y = *. 

z s = ax — x 2 — by — z , z = ax — x^—by — z . 


(C.2.27) 


问三次项如何改变系统的对称性质? 



Lorenz 方程和 Shimizu-Morioka 模型下面的“维数•’扰动由以下的 


增广系统给出 





w = —bw — + X 2 + cz 2 . 




附录 C 例子、问题和铢习 


求这 些系统的平 衡态并确定它们的类型. □ 

| C .2.# 17.1 图 C .2.7 中显示的平衡态的和的最小维数是什么？ 



m C .2.7 鞍-焦点 （2,2) 间宿轨线. 口 

C .3 周期强迫系统 

考虑 n 维系统 

x = Ax + f ( t ), (C.3.1) 

其中/⑷足周期为 2 tt 的连续周期函数. 

C .3.# 18.] 构造将平面 { x , y,t = 0) 映到平面= t = 2均的 Poincar 6 映 
射. 

解按照 Lagrange 常数变易法， （ C .3.1) 的解为 

x ( t )^ e M x 0 -¥ j ^ e A ^ f ( T ) dr . 

假设 i = 2〃，我们得到映射 

XI = 一、+ J :’ e A ^-^ f ( r ) dr . ( C .3.2) 

□ 

C .3.# l 9： S 确定上述映射有： （1) 唯一不动点以及 （2) 没有不动点的条件. 

解不动点满足方程 

(J - c 2vA )x = C , 

其中 C 表示 （ C .3.2) 中的积分.两种可能的情形是： 

( 1 ) det (/ - e 2l,A ) / 0. 在这情形仅存在一个不动点. 

(2) det (/ - e 2irA ) = 0. 于是，由 Kroneker-Capelli (相容性）定理得知，如果 

的秩等于增广矩阵(/ - e 2 l , A \ C ) 的秩.则存在无穷多个不动点，否则没有 
不动点. ° 



W 录 c 例子、问題和练习 


|C.3.# 20.] 求证特征方程 det(z/- e 2 ^ A ) = 0的根 Zl ，…，〜是 e 2 〜 ，…产 ' 
其中 M ，…， A„ 是线性系统 

x = Ai (C.3.3) 

的特征值. 口 

C.3.?T2ri 证明,如果原点是系统 （C.3.3) 的结构稳定平衡态，则映射 （C.3.2) 对 
应的不动点也结构稳定.此外,求证 (C.3.3) 的平衡态的拓扑类型与 （C.3.2) 的不动 
点类型相同. ° 

C.3.#"22.] 求证仅当特征值 An--,A n 之一是零或者等于。时 det (/- e 2trA ) = 
0,其中 o； 是整数. ° 

C.3.#~ 23^确定使得二维系统 


i = -u^ + /(t). 
y = u;x + g ( t ) 


(C.3.4) 


有无穷多个周期为 2 tw 的周期解的条件，其中/和 P 是阛期为27：的连续函数 , g > 1 
是某整数. 

解映射 r : t = o-w = 27 r 可以写为形式 



r 2 n 

Cl = y (/(r) cos -;(2?r - r) - g(r) sin uj(2n - r))dr, 
Ci = J 2 (/(r)sin o ； (2tt - r) + g(r)cos w(2tt - r))dr. 


cos(27ru;) - 1 一 8in(27rw) 


sin(2: 


cos(2wu;) 


- ,) = 


(cos(2^u>) - l) 2 + sin 2 (2?rw) ft 0 


时，这个映射有唯一不动点.当 u； 是整数时这个条件被破坏.在这后一悄形，映射改 
为 

I, = x 0 + Cu yi = Vo + C2 - 


因此，如果 C? + C? ^ 0,显然这个映射既没有不动点也没有周期点，而如果 G = 
C 2 = 0,则所有点都是不动点. 




现在考虑 u; 不是整数的情形.设 (x-,y-) 是不动点的坐标，应用变换 x = 
和 p f ^将不动点移到原点.引人极坐标，映射 r 取形式 


汐1 =沒0 + 2 xw mod 27 r. 

可以看到，这里每一个圆周 （r =常数）是不变的，且在每个圆周上映射相同 •- 

01 = 00十 2 ww mod 2n . 

当 u ； 是无理数时，最后这个映射没有周 期点. 当 w = p/9, p 和 g 是整数时，所有的 
点都是以 9 为周期的周期点. O 

接 T ■来我们考虑拟线性系统 


x = Ax + nf ( x t y ), 
V - By + /i^(x,y), 


(C.3.5) 


其中 x € y G R m , 假定 A 的进位于虚轴上， i? 的进位于左半平面，且 e C*. 
C.3.#24] 证明下面的定理,它类似于中心流形 定理： 

定理 C.1 对任何 H > 0 存在坳，使得对 |/ i | < Mo . 球 \\{ x >V )\\ < R 包含有吸 
引 C * - 光潸不变流形 y = Mx . m )- ° 

由上面定理得知，对 (C.3.5) 的研究化为对 n 维系统 


±= At + ^i/(x,/iv»(x,/i)) = Ax + fif ( x ) + o { n ) 


的研究，其中/» - /(x,0). 

C.3.# 25H 考虑拟线性映射的类似情形 • 
C.3.# 26?对下面的 （n + m ) 维系统 


i = Ar + h ^ t ) + nf { x , y , t ), 
V = By + h 2 { t ) + # xg ( i , y , t ), 


(C.3.6) 


证明与定理 C.l 类似的定理，其中所有函数都是加-周期 函数. 4和 G 的谱分别 
位于虚轴上和虚轴的左边. 

注意截断方程 

y = By + hj ( t ) 

有唯一 2 tt - 周期解 y = a(t). 因此，我们总可以使得心⑷= 0 (用变换& — y + a(t)). 




考虑系统 


i = fif{x,t), 


其中 /( M) = /Or, t 十 2 tt ) 是 t 的连续函数,且关于 rr 光淋， 
C.3.# 27.] 求直到 /i 2 次项的 Poincar6 映射. 

提示： 利用逐次逼近法求积分方程 


的解: 


一次近似为 
二次近似为 


z ⑴ = x 0 +n f(x(T),r)dT 

x{t) = Xq, 

x{t) -xq + h f f(x 0 ,T)dT, 


次近似为 x„ + i(0 = x 0 / f(xo.r)dT + 0(fi 2 ). 


(C.3.7) 


Xi = z 0 + /i / f(xo, T)dr + 0(〆). 


(C.3.8) 


记 foM = J f(:o，T)dr. 
1C.3.# 一 28：] .各证沿篇系统 


垚 /o(I) 


(C.3.9) 


的轨线的时间 2 tt 移位与 ( C.3.8) 的直到沪次项 1R 合.系统 ( C.3.9) 称为平均系统 
C.3.# 297) 证明下面的定理： 

定理 C.2 平均系统的结构穗定平衡态对应于原系统的蛣构德定用期执道：若 
a : •是 （ C.3.9) 的结构穗定平衡态， 則对 所有充分小的 M， 系统 （C.3.7) 的 PoincaM 映 
射 （C.3.8) 有接近于： c* 的結构穗定不 动点. 口 

证明设: r * 是系统 ( C.3.9) 的结构稳定平衡态.即 

/o(i *)=0, 

且特征方程的根 M，...，A„ 没有位于虚 轴上. 因此,我们可以视它们为 




(C.3.10) 


(C.3.8) 的不动点珂以从方程 


/ 0 (x) + O(m)=0 



附录 C 例子、问题和 


求得.因为 ( C .3.10) 没有零根，所以 / o ( x -) = 0且/ 0. 并由此得知存在 
不动点 x = i -+ 0 { n ). 在这点对应的特征方程为 X 

det (/ + + 0(" 2 ) - z/) = 0‘ 

我们看到，这个方程的根有形式 2 = 1+/^. 于是我们可把它写为 

det ^(x-) + 0(/x 2 )-<7/)=0. 

因此，对所有小的 M， 根 a 将接近于 （C.3.10) 的根.从而，不动点结构稳定.此外，它 
有与平均系统的平衡态有相同的拓扑类型. □ 

[ C.3.# 30T| 求证在一般情形 



相应的 Poincar6 映射由 

XI = c 2 ^ x 0 wj : e A ^-^ f ( e AT x 0 , r)dr + 0( n 2 ) 

给出，其中 f ( x , t ) 关于时间连续，关于 * 光滑. 口 

C.3 # 3l71 验证如采 dct(c 2 ^ -7)^0, 那么对任何给定的亿只要 P 足够小， 
在以 K 为半径的球内存在单个不动点使得当 M - 0时冇 i -( M )^0. O 
我们研究氏有两个方程的系统 


x = -u^/ + /i/(®,y, t), 
y - ujy^ng[x,y,t). 


(C.3.11) 


C.3.#32T| 计算直到沪次项的映射. 

解 

= Xocos 2 ituj - Vo sin 2iruj + fi ^\{ xo , yo ) + M 2 (. .. )， 
y t = xo sin 2?rw + yo cos 2ru; + ^2(x0, Vo〉+ 弘 2 ( …）， 


(C.3.12) 


其中 




[ f(xo cos ujt - 1/0 sin u/t,xo sin un + yo cos u>t, t) cos u)t 
+ 夕 (I 。 cos un — yo sin urr, xq sin o^r + yo cos wr,r)sin u;r]rfr, 

[ —/(zqcos cjt - yo sin wr, 10 sin ut + yocos ujt.t) sin ujt 
+ g(x 0 cos o;r — yo sin o»r,xo sin an- + ^0 cos a;r, r) cos ujr]dr. 


中 2 = 


□ 




附录 c 


’•、问题和练习 


|C73.# 33-1 将系统 （ C.3.11) 写为极坐标 x = rcos^,y = rsind 下的系统 - 


= 0, t), 

= u» + /i*(r,0, t). 


R = /(rcos 设 ， rsin 9,t) cos 0 + g(rcos 0，rsin 9, t) sin 
= i 卜 /(rcos 沒 ， rsin 0,t )sin 0 -\-g(rcos 5,rsin ^,t)cos 0). 


C.3.# 34.1 设 


fl ( r ,0 ，O = ££ a nm ( r ) c ^" t \ 


n=0 m=0 


对 cu 足粮数 情形构造直到 0(M 2 ) 的 


nr ,0, t ) = f ； Wr )« 

n»0 m =0 

到 0(/i 2 ) 的 Poincare 映射 . 


ri = r 0 + 2nn ^2 a nm(»*o)c* rnffo + #x 2 ( - - - )» 
nw.--fn-0 

= do + 2 ir/x ^ 6 nm (r 0 )e ,m< ，0 +M 2 (--)- 

mu»-*-n -0 


如果 u ; 是整数 .映射 （ C.3.12 ) 可表示为 

H = io + M 中 i (*o,Vo) + M 2 (...)， 

yi = yo + /i 中 2( 吻， yo> + ). 

C.3.# 35. 证明下面定理： 

定理 C.3 ( 平均定理） 如果 W 是整教，則对充分小 A > 0,系统 

& 少 i( 工， V )， 

y =^2{ x , y ) 

的结构稳定乎衡态对应于 Poincare 映射的结构稳定不动点.此外，稳定平衡点对应 
于稳定不动点. ° 




在极坐标下平均系统是 


r = H ^2 = /iilo(r,0), 

mw+n=^0 

B = H Y1 b nm(r)e im$ = /i^o(r,0). 
m<^+n=0 

我们 在这里应该 注意在 r = 0的奇异性. 

[C.3.# 36.' 求 van der Pol 方程 

x 十 /i(l 一 x 2 )x + uj 2 x = nA sin t 

相应的平均系统，只要 u; 2 = l+/iA (其中 △ 称为去谐).当 <4和 △ 变化时确定平衡 
态的类型. 口 

现在考虑 W 不是整数的悄形.按照 C.3. #31,映射 （C.3.12) 在这悄形有接近于 
零的唯一不动点. 

C.3.# 3^求对应于这个不动点的埚期运动 (x-(t).y-(O), 并求直化这个 W 期解 
(将原点移到 Or •⑴, !/•(«))) 以后这个系统的方程. 

解 

x = + fiF { x , y , t) +/i 2 (*--)» 

y = u)x 


其中 

F(x, y, t) = f(x, y, t) - /(0,0, t), 

G(x, y, t) = g{x, y, t) - ^(0,0, t). 

□ 


现在假设 u ； = p/1 其中 p 和是锒数 , 《? > 1. 此时，求周期 2 叫的周期运动对 
应于求映射的不动点.这个映射写为 

X q * Xo + /i*J (*0» Vo) + M 2 (- - - )» 

妁 =* y 。 + m 少 2(叼， yo ) + " 2 (". )， 


其中 

- J 1 /(.) cos urr + g{ ) sin cor]dT, 

疒 2»T9 

^ 2 - J [-/( ) sin arr + p( )cos u^ldr, 

其中 （ . ） 如上面 (C.3.12), 代表 （xo cos an* — yo sin u)T, x 0 sin u；T + y。cos wr )， 且 u; = 
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用与上面情形相同的方法，我们可以处理平均系统 



i ^ y )> 


在极坐标下，映射可写为 


r q = r 0 + 2零 [ anm ( ro ) c ,mflo +/ i 2 (-)» 
mp - fn ^=0 

O q = Bo + 2i:qn [ 6 nm ( r o ) e ,m0 ° + m 2 ( …）- 

mp^nq=0 

这里,平均系统是 

r = filio ( r ，0)， 

0 = $), 

其中 = [ a „ m ( r ) e _ 以及％ = [ b nrn ( r ) e im9 . 应该指出，此时 

/(0,0,0 = 0, J (0,0,0 = 0, 即在极坐标下平均系统在 r = 0不再有奇异性. 

C .3.# 38. | 考虑 w 为无理数的 情形. 如上我们可以假设在 （ C .3.11) 中的/ 
sO , ^(0,0,0 = 0. 系统在极坐标下有異^奇异（光滑）系数 a nm ,6 nm 的形式 


oc oo 




0 = W + mXI b r,m(r)e ，0 


对给定的 NM , 证明存在光滑坐标变换将此系统化为形式 

r = naoo(r) + 0(m 2 ) + M [ 5Z a "»»( r ) c，(m ^ nt， » 

m=M 

d = W + /xfcoo(r) + 0 (m 2 ) + M E £ 6nn.(r)c*<^ +nt >. 

n=AT m=M 

注意，由于当 N , M -+ oo 时这里的级数趋于零，得知对任何小6映射 r 在适当坐 
标下可以写为 

ri = ro + 27T7iaoo(ro) + 

0 r =0 O + 2iru; + 2w/iboo(r 0 ) + SO{fx). 


C .3.# 39.~| 研究截断映射 


ri = r 0 + 27r/iaoo(r 0 ), 

+ 2 irw + 27 r / x 6 oo ( ro )- 




求证除了平凡不动点 (0,0) 以外，上面映射还可以有由方程 


ooo ( ro ) = 0 

的零 点确定的不 变闭曲线. 

C .3.# 丁 0.| 证明对小 /i > 0,方程 

ooo ( r 0 ) = 0 


满足 

‘(/■•)< 0 

的苺•-个根 7- 对应于稳定不变闭曲线 r = r -( M ) = r - + 0 {n). 
说 明：取 6 充分小并应用环域 原理. 


在 u ; 是无理数悄形，平均方程为 


r = /iaoo(r), 

0 = u/ + / ifeoo ( r ). 


□ 


其中 r = 0 是平衡态, aoo ( r ) = 0的非零根对应于极限环. 

C .3.# 41.| 下面的问败•几乎等价于上面的 问越： 求证对小 / i >0, 平均系统的稳 
定（不稳定）极限环对应于顷系统的稳定（不稳定）不变环面. 口 

让我们回到共振悄形 （w = p / q ,0 1). 千是对应的平均系统可写为 


t * nRo { r , e ), 

0 = n<lfo{r,e). 


假设系统 

r = Hc( r ， ❷)， 

合二 n ( r ， e ) 

有结构稳定的周期为 r 的煳期轨道 L:{r = a (0,^ = 讲《)}，令 


=£ [货_’_ + 尝 (a ⑷，_ 


( C .3.13) 


由此得知平均系统有周期为 r // i 的周期解 {r = a (/ it ),0 = 0 { nt )}. 

C .3.# 42. 1证明对小 /i > 0原系统有稳定不变环面. 

提示：首先修改 （ C .3.13) .在乙 附近引人法坐标 （ ti,vO (见 3 .10节)，于是系统 W 
为形式 


u = A {ip)n 4- 0( u 2 ), 

+ 0( ti 2 ), 



其中右端是周期为 ro 的周期函数.注意 


=1 


A M 知， 


其中/如⑼知= 0•引人 


A M = a + AqM , 
ue - fAoMd ^ t 系统取形式 


r = Av + 0(u 2 ), 

必 =1 + O(v). 

由此得知平均系统在新坐标 ( v t < p ) 下可写为 

v = /i[Au + 0( v 2 )], 

V> = fill + 0(u)]. 

对应的 2 叫-移位映射是 

叭 = V 。 + /i|2t^Auo + O(vJ)] + 0(/i 2 ), 

=<Po + 2 nqn 4 - 0(/xvo) + 0(/x 2 ). 

职系统 （C.3.U) 的2叫 - 移位映射冇相同形式.引人 v =㈣以后 Poincare 映射变 
成 

Wi = Wo + 2irqnXrvsi + 0(/i 2 ), 

=>fo + 2 nqfi + 0( ti 2 ). 

为了 完成求解 ,应用环域原理. □ 

C.3.# 43. 研究写为下面形式的 Mathicu 方程 


i = y, 沴= -u; 2 (l + £COSCJof)Z. 


(C.3.14) 


证明对应于参数振动的不稳定区域.I?(域与在平面 f -, e ) 中 e = 0上的点土 

\^o / 

\ (A： = 1，2,…）相毗邻 [201. 

(C.3.14) 从初始点 (xo.j/o) 开始的解在 e = 0有下面的 形式： 


x(t) = — sin ut + 
wo 

y ⑷ =yo cos u;t - 


(C.3.15) 
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接下来我们构造映从平面 (x,y,f = 0) 到平面 ^,y,t = r=^^ 上的映射.为此， 

我们将《 = g 代人 （C.3.15) 并用（以）代替 Or(0，y(t))， 用 （:r， y ) 代替 （:r 0 ， yo ) •所 
得 (x,y) y-* (x,y) 的算子由 


(:H 


— sin 2 tt —— 

UJ (Jo 

. O ； 


r)C) 


(C.3.16) 


给出. (C.3.16) 的特征方程是 


p 2 +pp + q = 0, 


p = trT = -2 cos 2ir 一 和 o = det T = 

wo 

这是一个保积映射不动点 0(2： = */ = 0) 的乘子满足关系式 


Pl+P2 = -P 和 P\P2 =9=1- 

因此，当 |p| < 2 时，上面的映射是通过角度为^的旋转，这使得它的所有轨线都 
是稳定的. 

求公式 （C.3.15) 的一阶 e 更正（用 C.3.#30). 注意扰动映射的原点当 |p| > 2时 
变 成按点.此外 ,若；> > 2和 p < -2,它分別是鞍点（+， +) 和口 
C.3.# 44-1 [166] 中考虑系统 

= wi , 

^2 = ^ 2 . 

其中> 0,这可解释为两个非交互作用的调和振子偶. 

上面的系统可以化为一个方程 

^ dif 
^2 ~ 

我们总可以假设 r< 1. 上面的系统有解0! = 1^2 + 0S . 引人法化坐标0=簦和 
沒得到圆周映射 

B = 0 + r, mod 1, (C.3.17) 

它也可表示为下面的在区间[0,11上的映射 

e + r 

0 — （l~r) xt 




(C,3.18) 
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阁 C .3.1 ( C .3.20) 中的 ••嚏 鬼楼梯 


C.4 规范形的推导 


这一节我们讨论构造规范形的某些算法.由约化职理，只黹构造系统在中心流 
形上的规范形就够 r 因此，为了考虑丹单个零特征根的平衡态分支,我们需要一维 
规范形.如果它冇一对零特征指数，就应该研究对应的二维规范形族，等等. 

在某种悄况下必须考虑哚系统的大范闱性质.例如，如果原系统在中心流形上 
的限制是对称的，相应的规范形将继承这个性质.大体上，对给定的分支，规范形是 
参数化了的微分方程或者差分方程，这依赖于所考虑的问题是什么，规范形 右端典 
锻简申形式但足 够刻脚 所给族的主耍分支. 

为了研究稳定性边界附近的分支，我们必须引人小控制参数，其个数至少等于 
线性问题的退化次数，或杏如果由于非线性项而存在额外的退化性，则这个数甚至 
可大于它.由于开折参数是小的，在中心流形上的轨道对相当长的时间可停留在平 
衡态的小邻域内（在中心流形上没有快不稳定性，闵为简化的线性化系统的所存特 
征指数都接近于零). w 此,尺度化参数和相变 s 使它们以有限值代籽渐近于零的值 
是合理的.时间变量于是也必须尺度化. 

这个方法有相当的一般性.它的优点是在执行尺度化的过程中，许多共振单项 
式消失.最平凡的例子是具单个零特征值的鞍-结点分支.在这情形中心流形是一 
维的.系统在平衡态附近的 Taylor 展开珂以写为形式 

i = n + x 2 + / 3 x 3 十…， 

其中 M 是小控制参数.尺度化 : T — y / UI \ x , t ^ t / y / UA 将系统化为形式 

X = ±1 + X 2 + 0(v/|/if), • 

因此，只有二次单项式在 — 0时的极限幸存. 
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类似的算法可应用于髙维情形. 3控制参数趋于零时，尺度化过的系统的极限 
给出系统在分支点附近性态的“大体”描述.这样的极限系统称为渐近规范形. 

渐近规范形分别出现在有单个或两个零特征值的平衡态的一维或二维系统的研 
究中.这种规范形的分析通常很易理解.故大部分工作是应用在建立渐近规范形与 
原系统动力学之间的严格对应 [20,6*4]. 但是，二维规范形的分支分析已经可要求考 
虑某些其它大范围分支,有时候还要考虑余维2分支.此外，去掉高阶项也可能破坏 
出现在截断规范形中的理想化图像.最清晰的例子是具指数 ( O . iiu ;) 的平衡态分支， 
那里规范形具有旋转对称性.如果原系统不支持这个对称性，截断规范形的 简中动 
力学可过渡为增广系统的混沌动力学. 

当我们考虑的是商维规范形时，情况就变得不同.三维（以及更髙维）渐近规范 
形本身可具有不平凡动力学.例如，在渐近规范形 

*-y. 

y = *. 

i = -z — 6 y + ax — x 2 

中我们找到的鞍-热点同 宿回路 对应于有完全 Jordan 块的三取零特征值分支 [163]. 
伉得注，居，某些渐近规范形方程与某些来自不同应用的熟知模型敢合，例如 ：三阶 
Duffing 方程 ， Chua 电路， Shimizu-Morioka 系统以及 Lorenz 方程. 

C .4.# 46.对 Shimizu-Morioka 方程 (187) 


±«=y, 

y = ax — fcy - xz , ( C .4.1) 


在余维 2 点 （ A : = a = 0) 附近推导它的规范形. 

酋先我们应该确定在原点的特征指数.容易宥出存在一对零指数和一个指数等 
于- 1. 对应于一对零根的特征空囘是<^ = 0}.在原点切于此平面的中心不变流形 
为 

2 = X 2 - 2 xy + 2y 2 + • • • , 


这里省略号表示 { x , y , z , a , k ) 的三次和更高次项. W 此这个系统在中心流形上取形 
式 

i = y , 

y = ax - ky - x 3 + 2 x 2 y - 2 XV 2 + • • • 


其中省略号表示至少四次项 • 


( C .4.2) 






接下来我们进行尺度化 

( x , y , t , k , a ) (£ x oew , e 2 y ncw ， tnew/e, e^new, e 2 a new ). 

系统变为 

x = y, 

( C .4.3) 

y = ax + Ary - x 3 + 2cx 2 y + 0 ( e 2 ), 

其中新参数 ifc new 和 a new 现在可仟意.观察到 ( C .4.3) 中的反射对称 ( x , y ) - 
(- x ,- y ) 从原系统 （ C .4.1) 中继承.鉴于这个事实，右端函数的 l ^ ylor 展开不包 
含 ( x , y ) 的二次项（以及其它偶次项).与在 13.2 节分析的一般的 Bogdanov-Takens 
分支比较,对称系统中的分支有些 不同： 在原点的平衡态总是存在，它产生叉分支而 
不是鞍-结点分支.对称系统的分支开折也包含另外的对应于具乘子为+1的二 
敢半稳定周期轨道的曲线.原点和非平凡平衡点的 Amkcmov - Hopf 稳定性边界上的 
Lyapunov M 的符号由 s 的符号确定.注息当 e = 0和 fc = 0时，系统 ( C .4.3) 变成可 
积的 Hamilton 系统， Hamilton 函数为 

^(*.y) = y-Y + D 

C .4.# 47.1 接下来我们考虑下面形式的 Chua 电路 [1681 


i = ^( 9 ( y - x )-/( x )), 
y a - y) + z, 

z = -y. 


其中 o，/? 和 s 是某些正参数.其中 /OO = ai(x 2 - 1) 是非线性元素的三次近似， 
因此这个系统良有奇次对称性 ( x , y , z )^ (- m). 当 P 7 Q 时 ，存在 f 京点 f 
单个平衡态 O . 肖没< a 时，存在一对对称平衡态 Oa 

在直线 g = «上，在 O 的特征方程当时有单个零根，在0 ^有两个零 

根（这时第三个根等于1 )• 如同在 Shiraizu-Morioka 系统的情形，参数空间中与这 
条曲线横截的平面上的分支集的结构由貝■反射对称的 Khorozov-Takens 规范形 确定. 
化到在二维中心流形上的这个规范形的概要讨论如下. 

对应于两个零根的 Jacobi 矩阵是 





这个系统的线性部分为 


= D ” 


在 = 利用变换 


0 + 巧 y +c -J 


容易计算并验证在这些坐标下系统成为 




卜一/， 


^ =» 7i^ + 72»? + (7i - - P Q (^ + 0 3 » 


71.2 是小 参数: 


中心流形有形式 


7 i =* 0 (Q 一 P )， 72 = 09 2 - 1- 


十 ( ？普 + …， 


其中省略号表示 （ d 7:，7 2 ) 的三次和史高次项.在中心流形上系统写为 

〜”卜卜*)(一… )( p - 袅 ))） 

* K(i - *) 卜 + ( m ) 袅)-;(卜办 3 +"， 

力 = 分 ( 72 + (71 _ (p - 吳 )) + 蛉 ( 71 + ( 71 _ P72)j) 

少+ …， 
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其中省略号表示(^7 ? , 71 , 72 )的髙于三次的项.现在最后一步是改变变里使得第 
一个方程变成^ =小系统最后的形式是 

i = ru 


其中 

以及 


1) = Cl 《十 e 2 ” _ 士 《 3 十 ^~r~^ 2 V + .. • ， 

£ ' = t( 1+ V + 74 ( 1_ ?)) 

f 2 = 7i - hi - rr2)^-^- - (7i - P72) 2 ^- 


C .4.# 48.1 对 Chua 电路方程可重参数化使得系统写为 

x = a(y + coi - ciz 3 ), 
y = x - y + 2, 
z = _ by . 


( C .4.4) 


( C .4.5) 


于是，在极限 （d，b) — 0 情形 y 变成快变屋，原系统 (C.4.4) 的所有动力学集中在慢 
流形 y = 3：+ 2上.对应的慢系统由下面的方程组给出 

x = 7(* + z + cox- cix 3 ), 

z = —x — z, 

其中 7 = ^ 赵参数 对第一个方程解出 c 

0 

2 = ^-1- CoX + CiX 3 , 

7 

并将这个表达式代人 (C.4.5) 中的第二个方程，得 

i = 一一 + cqi — Cxi 3 . 


由于 

我们得到 


£ = — — (1 + cq - 3cix 2 )i, 


x- (7(1 +-C0- 3 cix 2 ) - l)i + 7 (coz 一 cjx 3 ) 

令 i = ti , 我们可把这方程重写为 


i = u, 

it = cox + (7 - 1 + 7Co)v- 37Cii 2 y - 7Cix 3 , 
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它与 Khorozov-Takens 规范形一致. 口 

C.4.# 49. | 推导平衡态具三个零特征指数的可饱和减震器的激光模型 

E = —E + Pj + P2, 

A =- E(mi + Mi), 

Pi = —62P2 — E(jTl2 ~r M2 )， (C.4.6) 


Mi = —piMi + EPi 、 

M2 ― — P 2^2 + 

的规范形 [1911， 其中 A A 和巧是反应和无反应媒介中电场和原子极化的慢包络. 

和是在没有激光场的情况下，反应和无反应媒介的值< 0和 m 2 > 0的 
总体偏差 . 心和心 （ Pl 和內）是反应和无反应媒介中由腔松弛率正规化的横截（纵 
向）松弛率，/?是腔内媒介的饱和强度比. 

平凡平衡态 

E = P \ = P2 = Mi = M2 = 0 
的线性稳定性由 Jacobi 矩阵 



的特征值确定，它们是特征方稈 

(A 3 + OiX 2 + aiA + ao)(A + Pi)(A + pi ) 



的根，其中 

<12 = 1 + <5i 十知， 

ai = mi + m2 + 十知 + S1S2 , 

oq = miSi + mi^2 + - 


设 <5,- 知 > 0,于是在余维3点由 


TTl I = TTlQl = 


sm + 知) 


Si — Sq 


< 0 , 


(C.4.7) 



给出 Jacobi 矩阵 J 有几何重次2的三重退化零特 征值: 


^1,2,3 = 0, 
引人线性坐标变换 


A 4 = P 2 , As = —A = —(1 + ^1 + 62 ) - 


(11、 


fE ] 

X 2 


Pi 

X 3 

=U 

P2 

XA 


Mi 

\ X i ) 


{ M2 ) 


其中 


使得 


U = 


1 +知 

办2 
0 

_(1+和) 

0 


<? 1(1 + 62)-62 

&7 

T x 

0 

1 + 61 

TTh 

0 


1 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 


uju - 1 = 



1 0 
0 0 
0 0 
0 0 


\o 0 0 


0 0 
0 0 
0 0 
-A 0 
0 -P 2 J 


系统 (C.4.6) 呈现形式 

i, = Xa - ~—(X 3 + Ci) + ( z 5 + 《 2)j 5 (Xi,X 2 ,X 4 ), 

X 2 = - ^ (含 ( l3 +6) + (办 + 《 2)) 5(l ： i,X2,l4). 

土 3 = ~PlX3 - ^(AXi - (1 + A)z 2 +l4l5(Xi,l2,X4), 



其中爪 oi 和 mo 2 由 （ C . 4 . 7 ) 确定， = — TTloi , ^2 = 爪 2 — ^02 和仍 是小参数，以 
及 

5( Xl , X 2 , X 4) = ^ lA(li - x 2 ) + (1 + Sq ){ x 2 一 X 4). 

在简化 到中心 流形后（我们简单地将 x 4 = X5 = 0代人前 面三个 方程）我 们得到 （省 
略 号表示 三次和更高次 项)： 

±1 = X2 + OXi(x 3 + 6) + 612(x3 + ^l) + ^2«(xi,a ： 2) + • • • » 

X2 = -CXi(X3 +Cl) + rf®2(*3 + 《 1) + 。蘑 (*1 ， *2) + …， 

±3 = -P 1 X 3 + car? + fxiX2 + gxl + •••, 


其中 


+ 厶2 — rflA 




d = 


{Sx - {I - - (l + 6 2 )) 

A^Sf 

6 2 ( A6i — 1 - 62 ) 爪 01 

1 7^ 


Si -{ l - 61)62 
ASi 

«5 2 

C== A’ 



我们可尺度化小参数如下: 


«1 = £ , <2 = 


消去三次项并尺度化变量 Z 2= ^3 = ^,我们得到下面的渐近 

规范形 ^ 


dx dy dz 

d ； = y ' 石=工丄仰一灯， 5； = — 辦十 


( C .4.9) 


它与 Shimizu-Morioka 模型重合. 口 

C.4.# 50. 设在平衡态线性化的系统的 Jacobi 矩阵有三个零特征值.此外，设 
在中心流形上的系统具有对称性 ( x , y , z ) - (-x,-y,2), 其中 2/，z 是在特征向世上 
的坐标投影，: r 是在伴随向 S 上的投影.于是，一般地，系统可以化为下面的形式 

i = y , 

y = i ( A - a2(l + «?( x , y , 2 )) - aji 2 + y 2 )(l +•••)! (C 4 10) 

- l/[d + a 2 2 (l + •••) + a 3 ( i 2 + y 2 )(l + •••)), 

i = -4 + z 2 (\ + •..〉+ b { x 2 + y 2 )^ + •*•). 

其中 〜 〆 0, »• = 1,2, 3 和 6 〆 0. 这里 A， 6 和卢是小参数 ■ 9 和宵略号表示在原点为 
零的项.假设 M > 0以及 r 2 = / x-f ay/^(l + g (0,0, - ■ > 0, 5 > 0. 由尺度化时 
间《 — ^改变变量 

x - X \H y - TVS H ' z -- 办 + T Z 

并定义新参数 5 = or 和0 =(夸) 2 ,我们得到下面的系统 


其中 A 〆 0, 


x = y 


y = x(l - z ) - oy + O ( t ), ( C .4.11) 

i = -0 z + 1 2 + O ( r ), 

其中 a 和 /? 是参数，且它们不再是小 M . 去掉 r 阶项我们得到 Shiraizu-Morioka 模 
型. D 

1 0.4：#'5~|除了上面情形的条件,假设系统关于对合 { x , y , z )^ { x , y ,- z ) 不变, 
即它具有两个对称性.于是规范化系统可写为 
i = y ， 


2/ = z[A - o2 a (l + g{x,y,z 2 ))-b{x 7 + y 2 )(l + •••)) 
-y[a + ap'l + … ） + (z 2 + y 2 )(l + • • ■ )1 ， 

z-Q- cz 2 {\ + •••) + dix 2 S- 1^)(0 + •••)• 


( C .4.12) 
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假设 c > 0和 ad > 0. 在参数区域 r 2 = A - a 沒 c (1 + p fo,0, ■)) > 0和0 > 0,引 
人重正 规化： 


— ^ XT 


搭 v 





以及 d = j f .记 B =盖并去掉 r 阶项，我们就得到下面的系统 


y = x (\ - z ) - cry + Bx 3 , (C.4.13) 

i = - 0{z - x 2 ). 


上面的系统之所以值得注意，因为当 r > 1时 Lorenz 方程将可化为它.两个系统参 
数之间的关系为 

b l+tr b 

一 a(r - l) 1 ° <7(r - 1)' _ 2 a-b' 


从上面的关系得知在 Lorenz 方程中正参数 （r，&，(7) 区域由平面 0 = 0 和曲面| 

去 + 1 )所亂 Z? —0 B.t 它趋于/? = 0. 

我们还应该注意， Shimizu-Morioka 系统是形如 （C. 4 .13) 的 Lorenz 系统的特殊 


悄形（即召 = 0. 口 

C.4.# 527) 具有三 个乘子+1的周 期轨道 分支. 在中心流形上我们引入坐标 
(x,y, 2»，其中是角坐标， (x,y,z) 是法坐标 （见 3.10 节).假设系统在变换 (x,y)^ 
(-x,-j/) 下不变，截断到二次项的規范形为 


y = i(/i — az) — y(a 4 a 2 z)， 
i = -^ + z 2 + 6(z 2 -f y 2 ), 


(C.4.14) 


4 = 1， 

其中假设周期轨道的周期为 1. 因为上面系统的前面三个方程与第四个方程无关，因 
此所得规范形类似于 Shimizu-Morioka 系统. _ . 。„口 

C.4.# 537] 下面我们（按照【1851)叙述一系列渐近规范形，它们刻画具有典敗 
对称性的系统在稳定性边界附近三电退化平衡态的轨线性态.当动力系统有平衡态， 
其相应的线性化问题有三重零特征值时，我们就说存在三重不稳定性.在这种情形. 
分析化为在中心流形1：的三维系统.假设 （U,z) 是三维中心流形的坐标，分支平衡 
态在原点.我们也假设我们的系统关于变换 {x,y,z)^ (-x^y,z) 是等价的. 




附录 C 例子 、问題 和练习 


我们注意，所列出的系统具有自然的“物理”意义，并出现在某些现实应用中， 
例如见上面的激光方程.因此，这个方法可作为对非线性项中无关项的消除，以及对 
关于这种性态的特殊细节有影响的非线性项的选择的处方. 

除了对称性假设以外，我们也假设系统在原点 O 附近限制在不变平面2 = 0上 
的线性部分有完全 Jordan 块.于是系统在中心流形上的限制局部地可写为形式 

i = Vy 

y =» x(az + F(x 2 t xy,y 2 ,z)) + yG{y 2 t z), 
i = H {^, xy , y 2 , z ) % 

其中 //(0, 0,0, 2) 和 F (0,0,0,2) 都不包含线性项. 

考虑这个系统下面形式的三参数扰动系统 

i = y, 

‘ y = +az + F{x 2 ,xy, y 2 ,z)) + y (-/*2 + G{y 2 ,z)) 

,i = + H(x 2 ,xy,y 2 ,z), 

其中 M =( 糾， / i 2 , 如）是小参数，函数 F ， G 和 // 也依赖于 //. 

我们也假设 

a 釤 0. 

于是显然2 - 坐标变换将 （ C .4.16) 化为下面的形式 （ A 某新函数 G 和 //) 

y = x{m - z) + v(-M 2 + G(y 2 t z)) t (C.4.18) 

z = -/i 3 2 + //(z 2 ,xy,y 2 , 2 ). 

作变量和时间的尺度化 

x -♦ S x x, y -* 6 v y, z -* S M z, t 
其中心，‘夂和 r 是某小贵.假设 Mi / 0并令 

6 y = r 6 xt <5, = t 2 = I 川 |. 

于是 ( C .4.18) 取形式 

x = y, 

y = x(±l - 2 ：) - Ay + O(r), 

H(Slx 2 , r6lxy, T 2 6 2 z y 2 ,r 2 z) 
z = - QZ+ - ^ - 


( C .4.15) 


( C .4.16) 


( C .4.17) 


( C .4.19) 


其中 a 和 A 是新尺度化参数.它们不再是 小里: 


a - >3 X M2 


渐近规范形是 / X -0 时系统 ( C .4.19) 的有限极限.注意尺度因子心和 T 之间 
的比例的不同选择得到不同的规范形. 

在 ( C .4.19) 的最后一个方程中， r -0 时包含 z 2 , v 3 ^ yz 的项趋于零.因此， 
去掉小项后 ( C .4.19) 化为 


y = 1( 土 1 - z )- Ay , 

••• ■ S^HMx^) . SixyH 2 ^) . &WH^) . «5^x 2 // 4 (^x 2 ) 


r 3 t 2 r t t 

( C .4.20) 

( C .4.20) 的右端是有限的，即如果对扰动参数 A , 的和的的零侬，函数呔的 
Taylor 展开以: r 2 m * 开始，则下面的不等式必须成立 

^( mx + l ) 


^( ma + l ) 

必 m ， +l) 



^ 4+l) < oo. 

T 


由此,我们可以选择 r 使得 

r 〜 《 5f ， 

(C.4.21) 

其中 (2 



0 = mini -{7 

ni + l),m 2 + 1,2 (m 3 + 1 ) ， 2(m4 + 1 )|. 

(C.4.22) 


例如，在 Hi {0) / 0 (i = 1，...， 4 )的最一般情形下， （ C .4.21) 和 （ C .4.22) 中的指 

数0 = ^于是系统 ( C .4.20) 化为形式 
o 


x = y , 

y = x(±l - z ) - Ay , ( C .4.23) 

z = -qz + : c 2 //i ⑼ + O(r). 




在 r — 0 时取极限，这个系统就变成 Shimizu - Marioka 模型，其中参数 a 和 A 可取 
任意有限值. 

我们现在考虑额外退 化性： 的⑼= 0和的(0) / 0. 为了研究在这情形的分支， 
我们应该引人新的独立控制参数，它是的 Taylor 展开中的常数项.如果我们按 
照关系 （ C .4.22) 令0 = 1,则系统 （ C .4.20) 化为下面的渐近 形式： 

x = y t 

y = x(±l - z ) — Ay , ( C .4.24) 

i = -az + x 2 hio + // 2 ( 0 ) xy . 

这等价于 Lorenz 方程.其中是第三个尺度化控制参数，它可取任何有 
限值. 

接下来的退化性// 2 ⑼= 0,叭⑼ 〆 0,它按下面方式修改， ( C .4.24) 中的第三 
个方程为 

z = —az + x 2 K\o + h2u x V + H ((0) i 4 , ( C .4.25) 

其中 = 和;^赞.这里卜 I . 

茧复这+步骤我们可以得到渐近规范形的一个 分层记 

i 

我们假设在分支时刻，好《, 0 = 的值 为零. 如前，我们可以将这些非零 

Ha 作为额外的独立小参数处理. 

M 然在尺度化系统 （ C .4.20) 中存在一些非零系数的项，它们对应于使傅 ( C .4.22) 
达到极小的所有岛防项在 r -0 时极限 为零. 对非零参数值出现在仄中次数 
低于 2 m « 的项，度化后也还幸存.它们的规范化系败作为独立参数出现，可假 
设取任意有限值. 

因此，如果我们去掉所有渐近于零的项，系统 ( C -4.20) 取形式 



(如果某个反恒等于零，则令叫= -1) .知的系数定义 如下: 



其中及 1 = 3, S 2 = 2, 5 3 = 5 4 = 1. 

由此直接从 （ C .4.27) 得知 n 3 = n 4 ，即# 3 和分 4 的次数永远 相等. 因此，由 
( C .4.26) 和 ( C .4.27) 给出的渐近规范形的系列坷按公共次数 n (= n 3 = n 4 ) 的增加次 
序排列. 

这个系列的第一个就是由 （ C .4.23)，（ C .4.24) 和 ( C .4.25) 给出的对应于 n = -1 
的系统.对每个较大的 n 值存在四个如下的子 情形. 每个相继的情形对应于一个额 
外的退化性.这是个循环列 •• 第四个情形以后我们又回到开始的 n = n + l 的悄形, 
等等. 

(1) tn =3 n + 2, n2 = 2 n + l . 在分支时刻，此和出中前面 （n - 1) 个系数都 
为零，// 3 和私中前面 2 ri 和 （3 n + 1) 个系数分别等于零. 

(2) m =3 n + 3, n 2 = 2 n + l . 在分支时刻，和中前面 n 个系数郎为零， 
H 2 和的中前面 （2 n + 1) 和 （3 n + 2) 个系数分别等于零. 

(3) m = 3 n + 3, n 2 = 2 n + 2. 在分支时刻，/ / 3 和/ / 4 中前面 n 个系数都为零， 
的和私中前面 （2 n + 1) 和 (3 n + 3) 个系数分别等 于零. 

(4) n , = 3 n + 4, n 2 = 2 n + 2. 在分支时刻，/ / 3 和 // 4 中前面 n 个系数都为零， 

// 2 和沁中前面 （2 n + 2> 和 （3 n + 3) 个系数分别等千零. 口 


C .5 稳定性边界上的性态 

[ C .5.# 54~ T ] 系统 

i - x - y - a ( z a + y 2 ) x , 
y = x + y - a ( x 2 + y 2 )y 

在 a = 0 从无穷远分支出稳定极限环在这个值，系统变为线性系统 


( C .5.1) 


它有在原点的不稳定 焦点. 我们可以用 Lyapunov 函数 V { x , y ) = : r 2 + y 2 验证所 
有的轨道都发散到无穷（即无穷远点是稳定的)，因为 Lyapunov 函数对时间的导数 
= 2(/ + y 2 ) 为正，因此每一条等位线 （P + ^) = C 都是无切的，且当时间 
增加时，每一条轨线必须流向每一条曲线 C 的外面. 




当 a 〆 0 时，我们有 


显然当 


- ( X y } - =2( x 2 + y 2 )( l - a ( x 2 + y 2 )). 

> i 时 ，V ( x , y ) < 0 ;当 V < 丄时 ，V ( i , y ) > 0 . 因此 


是稳定不变曲线（极限环)，所有轨线（除了在原点的平衡态）当 t — + oo 时都趋 
于它. ° 

C .5.# 55~1 [25) 解释系统 


x = y - x ( ax 2 + y 2 - 1)， 
y = -ay - y { ax 2 + y 2 — 1)， 

在图 C .5.1 中的稳定极限环当 a -+0 时是如何演变的. 


( C .5.3) 




ffl C .5.1 在 （ C .5.3) 中的极限环，对 a > 0 ( b ) 以及在 a = 0 ( a ). 


C .5.# 567求 Khorozov-Takens 规范形 


= — x 3 — x 2 y 


的 Lyapunov 函数. 

C .5.# 57^揭示1/的三次项对系统 


x = y , 

y = ay + x 2 — by 3 


渐近稳定的作用：寻找适当的 Lyapunov 函数.其中3和&为某控制参数. 


□ 






、问题和嫌习 


| C .5.# 58. 1 证明当 r < l t < r > OftI 6> O 07, Lorenz } 

X = -<t[x - y ), 
y = rx - y - xz , 
z — -bz + xy 

解的大范围渐近稳定性. 

下面的函数 

V 0 ( x , y , z )= i ( x 2 + ^ y 2 + « T2 2 ) 
是 Lyapunov 函数，因为它对时间的导数 

Vo = -<t(x 2 - (1 - r)xy + y 2 + bz 

是负 定二次型. 

I C .5.# 59. | 证明 Lorenz 系统的无穷远点是不稳定的, 


对时间的导数 M 


条件 V = 0确定一个橢球面，在它的外面导数为负.因此. 
正半轨线流向曲面 


ax 2 + y 2 + 6 ^ = i 


C .5.# 60.|证明由 




y — x — y + z t 
z = —by 

模拟的 Chua 电路的无穷远点不稳定利用 Lyapunov 


、 x 2 y 2 z 2 


并对大: T 和 y 分析它对时间的导数 











I C.5.# 6lH 考虑下面的 Bogdanov-Takens 规范形的扰动 


= + O20X 2 + Quxy-h ao 2 y 2 + Q(x, y), 


(C.5.6) 


其中 M 和 s 是小量， Q(x,y) 从三次项开始.我们可以看到对上面的系统在 /* = 0和 
小 e # 0,原点 0(0,0) 是弱焦点.特征根是 ±i£. 为了确定弱焦点的稳定性，我们首 
先尺度化变量 a: ^ e 2 x,y^e 3 y 和时间尺度化 t ^ e~H. 于是系统取形式 


i = y ， 


eaniy+ 0(e 2 ). 


(C.5.7) 


下面的正规化坐标变换 


a：ncw = a ： - 學 (z 2 十 2y 2 ) + |aiixy, 


将系统化为 


y = -x + 2aao - ^ 2 ) + ea2 ° an ( 5a：2 V _ !y 3 ) + °^ 2 ) + 

这里省略分表示高于 3 次 的项. 因此我们消去了所有二次项 （K 到0 Or 2 )- 项) ，现在 
第一个 Lyapunov M 可立刻计算.为此.我们引入复坐标 z^x + iy , 系统变成 


2 as -iZ + 


(綠。功叫 + *^ a 2o 0 (e 2 )^ z 2 z 0 


其中省略号表示可忽略的三次项和史卨次项，第-个 Lyapunov 置是的系数的 
实部，即等于 

L\ = |[aaoan + O(c)]. 

由此得知，对小的£，当 a 20 a u < 0时弱焦点稳定， a^aii > 0时不 稳定. 在 e 〆 0从 
弱焦点只产生一个极限环，只要 awan / 0- ° 

| C.5#62^ 让我们给出三维系统 

C+i^ + C^ + 坎 = /(“，《） 

在弱焦点的第一个 Lyapunov 虽的一般公式，其中/是非线性项，即在原点的 Taylor 
展开从二次项开始，且系数 P，Q，i? 满足关系式 


PQ = R, Q> 0 . 




i £ i/s (3/1, y 2 ,2, 3 ) = 我们可将上面的方程重写为 


= Ay + f{y) • 0 ， 


0 0 


\-R -Q -P/ 

矩阵 4 的特征值是-尸和 土趴 其中 J = Q . 对应的特征向量是 


-P . 


伴随矩阵的特征向 a 分别是 


-*P 


+ iP 


因此,我们可以引入新变量 u € R 1 和 z € C 1 如下: 


-P 1+21 XU) 


导数6和 i 按下面规则计算 

Q ^ pa(Qyi + w )» i = ^;( Pu ^ + ^' iP ) in - m ), 

因此我们得到的系统，它的线性部分已经是对角形 

— P 一〜 〆 + •••， ( C .5.8) 

i = iwz + ^i2 2 + 02ZZ •- 0\z* 2 + TtiZ - + Sz 2 z m 十…， 

其中省略号表示对计算第一个 Lyapunov 显可忽略的非线性项.如果我们将非线性 
函数展开到 y 的三 次项： 

f{y) = 53 c bVjyk + X dkjiykVjy, +... ， 


( C .5.9) 




正规化变换 


去掉所有二次项，故在中心流形上系统取形式 

i = iuz + (L\ + iCli)z 2 z* + . • • ， 

其中 

U + 仙= △ 卜 ft - I 氏 I 2 - \ m 2 ) + 7学- ( C .5.12) 

由定义， h 是第一个 Lyapunov 虽 0 

C.5:#—eTj 我们应用上面的算法确定 Ix>renz 模迆中结构不稳定平衡点的 
稳定性，见 C.2 节. 为了确定在这些平衡点的稳定性边界上，对应的 Andronov-Hopf 
分支是亚临界还是超临界，我们将计算第…个 Lyapunov & L : 的解析表达式. 

按照|165,186),首先将原系统 


化为单个三阶微分方程 


x = - <7(i - y), 
y = rx - y — xz, 
z = 一 bz + xy 



附录 C 例子、问題和练习 


然后，对 Ou 分别引人新变适 《=I - 2 ： 0 ,其中： r 0 = ± y / b(r - \). 我们强调，在非线 
性项中只有二次项和三次项是需要的，因此 ( xo +0- 1 表达式中的一次项对求第一 
个 Lyapunov fi 已足够了.考虑到所需要的项，方程 ( C .5.13) 可逭写为 


之 +(<r + 6+l)C + [6(l + ^) + 魂 + Ml 一 * 0 + 3<t41C 

=- + + # - # 一 A - i^« 2 - ^ 

O , 和 0 2 的稳定性边界是 


( C .5,14) 



由上面计算第-个 Lyapunov S 的算法得 

L \ - b \ p 3 q { p 2 + gJCp 2 + 4g)(a -6 - 1)) (C.5.15) 


其中 

B = [9 a 4 + (20- 186)(7 3 + (206 2 + 26 + 10) cr 2 

-(26 3 - 126 2 -106 + 4 )a - 6 4 - 66 3 - 126 2 - 106-3]. 

在稳定性边界，不等式 tr >6+1满足.利用变换 a = (7. + 6+ l , B 的表达式变成 
(7 .和6的正系数多项式.因此，如果〜 > 0和6 > 0,则心 > 0. 从而，两个平衡点 
0 ll 2 在稳定性边界上都不稳定（鞍-焦 点). 按照第14章给出的定义，这个边界本身 
垃危险边界.因此,对应的 Andronov - Hopf 分支是亚临界的. 

C.5.# 647] if 算 Chua 电路 (C.5.5) 中的第一个 Lyapunov fi . 对 d = 句 = g 验 
证它在点 （a = 1.728 86, 1.816 786) 为零,以 = 0 表示图 C.2.1 中的 Andronov - 
Hopf 曲线.这是余维2点，鞍-结点周期轨 进曲线 从此点出发. ° 

| C .5.# 65 T ] 求将 Shimizu - Marioka 系统 （ C .2.25) 化为 F 面三阶微分方程 

x +(a + b)x + dbx - bx + x 3 - ^ x 2 - = 0 ( C .5.16) 

时的第—个 Lyapunov 链的表达式.证明在由 (a + b ) a -2 = 0 给出的 Andronov-Hopf 
分支曲线上的点 (a ^ 1.359,6^0.1123) 的右边（左边)，这个屋是负（正） 的. 口 

C.6 不动点分支和 周期轨 道分支 

C.6.# 66TI 考虑 logistic 映射 


i = oi(1-i) = /(i). 




附录 c 


、问题 和苺习 


其中0 < a < 4以及 : r € / = [0,11.当0 < a < I 时原点是唯一稳定不动点.在 a = 1 
它是半稳定的，因为广(0) = 1.当 a 增加时它变成不稳定，从原点分支出另一个不 
动点 A (^ = (因此我们在这里有超临界分支).当1 < a 彡 ai = 3时 A 

稳定【见图 C .6.1 ⑷ 1. 在 a = 3,当 f \ Oi ) = a - 2 ax l = -l 时它有翻转分支.在这一 
点第一个 Lyapunov 最等于 (/ //# ( Oi ) + ^ nOx ) 2 ) = -| a , --2. 由于它是负的， 
在 a = 3这点渐近稳定.因此，当 a 超过3时，从 A 分支出周期2稳定环 C 2 , 如图 
0.6.1( b ) 所示 • 



⑷ 


(0 





附录 C 例子、问题和练习 




(0 

ffl C .6.1 logistic 映射的 ffiffl 期. 


周期2环是由一对周期2点 

^( 1 , 2 ) _ a + 1 d ： y/cfi - 2 a — 3 

组成,它是方程 r = f 2 ( x ) 对应异于 o 和 a 的根.直接•这个环的乘子是 rix^y 
尸04 2) )，这显示当 3< a < 1 + ^时环 稳定. 此外，这个乘子当3 < a < 1 + 时 
为正，当1 + 4 < <1时为负，但绝对值仍小于 1. 3 a > 1 + v / s 时，这个环变成排斥 
的，它的稳定性切换到周期4环(7 4 , 如阁 0.6.1( c ) 所示.当这个环在 a = a 3 ^ 3.54 
通过翻转分支时产生周期8环，等等[见 ffiC .6.2( d )~(01. 

注意，对这个 logistic 映射的任何周期轨道的翻转分支，它的第一个 Lyapunov 
M 总是负的.亊实上， Schwarz 导数 

眷) 

在映射定义的区间（0，11上处处为负.容易验证如果对某映射处处有6’(/) < 0,则处 
处也有 5(/ o / o --- o /)<0, 即这个映射每一个幂为负.还要指出|別/)与第一个 
Lyapunov 里在不动点于翻转分支时刻（当 f \ x ) = -1) 相等. 





















附录 C 例子、问题和缟习 


这个倍周期分支序列终止在近似值 a ^ 3.569, 此后 logistic 映射具有混沌性态, 
见图 C .6.1 ( g ) 和 （ i ). 

Feigenbaum (170] 指出，分支值 On , n = 1,2 ，… 与乘子 

6 = lira 〜 ~ - ^ 4.669 20 

n —°° On*-l - On 


按等比数列渐近地增加. 口 

C .6.# 67. | 求对应于图 C .6.1( h ) 中所示的情况的临界值 a . 这个映射这时能否 
有稳定轨道？要回答这个问题，首先要将它化为分段线性映射. 

分别计算对应于周期16, 32轨道的翻转分支的值 a „. 求这些环的最大: r - 坐标， 
并将它们画在图 C .6.2 上. 口 



x = x + x(o(l - z) - 6(1 - x) 2 ) = /(x), 


其中 a 和 fc 是某正参数.求它的不动点，并探测对应的稳定性边界.确定不动点和 
周期2环在临界情形的渐近稳定性. □ 

C .6 # 69.] 研究映射 x = / ii 4 - Ar 1 ^^ 和无 = /n 一 M 2, + 工 2 l > ， 其中0 < r < 1 

和|叫|《 1. 分别考虑子情形0<1/<-和在会发生什么？分析两个 
映射无 =(M + 川工 l l + M 2 ) sign ㈤ 和无 =( 川 + ^ 1 - 2 ! < 1 中的 

对称周期点分支.这种映射出现在余维 2 同宿分支的研究中（见 13 章). 口 

I C .6.# 7 al 考虑 H^non 映射 


i = y , y = a - 6 x — y 2 . 



附录 C 例子、问属和练习 


这个映射是阐明混沌性态的典范例子.对某些参数值， Henon 映射模拟创造 Smalc 
马蹄的机制，如图 C .6.3 所示.映射和它的逆 


y =至， 

a - y - 2 2 

工： 6 

对6 / 0有定义. 



(b) 

ffl C .6.3 对 a = 2和6 = 0.4, H4non 峽射以及它的逆映射中的马蹄 

Henon 映射的 Jacobi 是常数且等于 6 .因此，当 6 > 0 时 Henon 映射在平面中 
保持定向，但是6 < 0时反向.也注意，如果阆< 1，映射压缩面积，故它的任何不动 
点或者周期点的乘子之积的绝对值小于从而在这种情形，映射不司■能有完全不稳 
定的周期轨道（只有稳定点和鞍点).反之，如果阚> 1，则没有稳定轨道可 存在当 
|6| = 1 时，映射变成保守的.在 6 = 0, Henon 映射退化为上面的 logistic 映射，因此， 




、 问题和缠习 


当6充分小时应该期望不动点有某些类似的分支. 

接下来,我们求 H 6 non 映射的不动点并分析当参数 a 和6变化时它们是如何分 
支的.分支图如图 C .6.4 所示.它包含三条分支 曲线： SN . a = - j ( l + fe ) 2 ,= 

$(1 + 6) 2 以及 : 6 = 1， -1 < a < 3 •对 ( a , b ) € SN , 映射有乘子为 +1 的不 动点; 
当< 1时，这点是有吸引扇形的鞍-结点，当> 1时，这是一个有排斥区域的 
鞍- 结点.对 ( a ,6)6 PD , 映射有乘子为 -1 的不 动点； 当 1 M < 1时，另一个乘子的 
绝对值小于1，且第一个 Lyapunov 软 为负，因此分支点稳定.对|6| > 1,另一个乘子 
的绝对值大于1，且第一个 Lyapunov 里为正，故分支点是完全不稳定（验证分支曲 
线方程和计算第-个 Lyapunov 量). 



在域 A 存在两个不动点，一个是鞍点，另一个当 （ a , 6) € W 时稳定， （ a ,6) G 
Dr 时排斥.从仍到认的转移时伴随有不动点的倍周期分支，对应地，在 D ? — D 5 
的路椏上稳定，在的路径上排斥 • 这时这个点变成鞍点（_)，在它的邻域 
内当 （ a ，6) € W 时从它分^出稳定阓期2环，在区域巩内这个周期2环是排 斥的. 

当6 = 1时， H <3 non 映射变成保守的，因为它的 Jacobi 等于 +1. 在 b = 1 和 
«=-1,它有具两个乘子+1的不稳定抛物线不动点:在& = 1和 a == 3,它是異两个 
乘子 ~1 的稳定抛物线不动点.在这些点之间，对 _1 < a € 7^=射有 

具乘子 e ± i ^ 的不动点，其中 cos 0 = 1 - 对 ^ y^axccos 

是一般椭圆点 [1671 .由于 mnon 映射当6=1时是保守命， Lyapunov 敏都为令 . ’ 
我们穿过曲线4//时， Jacobi 变成异于1，因此映射对面积或者是收缩或者是扩张， 
M 然这阻止了不变闭曲线的存在性.因此穿过曲线 X 开时不产生不变曲线. 口 



I C.6.# 71.1 我们考虑下面的映射 


y = a - bx - y 2 + 0xy , 


(C.6.1) 


其中 o 和是小数.因此这个映射 SJ 以作为 Henon 映射的微扰来处理.我们可能 
担心分支会出现在 (x,y )- 平面内当 a 和0 趋丁零 时保持有限大小的某个有界子区 
域内.这个问题在中性鞍点不动点（乘子 M < 1 < hi 满足 k7| = 1) 的稳定和不稳 
定流形间的二次同宿切触分支的研究中是典型的 ^75]^ 

我们对小的 a 和推导 ( C .6.1) 的分支曲线%和@方程，这些曲线分 
别对应于产生鞍-结点、倍周期和环面. 

考虑 (C.6.1) 的特征方程 


+ 2oy \ 
/ + 0x — Ay 


+ 0y —2y + 0x - X/ 

由于在不动点有 x = 1/ + ay 2 , 这个方程化为 

入 2 + A(2y - /3y - a/3y 2 ) + 6 + y{2ba - 0) - 2a0y 2 = 0. 


(C.6.2) 


(C.6.1) 不动点的 j/ 坐标满足方程 

a — y(l + b) — y 2 (l + ba - 0 )-i Q 0 y 3 - 0. (C.6.3) 

我们推导鞍-结点不动点的曲线的 方程. 由于这个平衡点的特征值之一等 
于1，将入 - 1代入 (C.6.2) 得 

1 + 6 -f 2y(l + 6o - /3) - 3a0y 2 = 0. (C.6.4) 

这个方程在任何固定的有界区域内只有一个解，只要 o 和充 分小： 

”-2(1二 6 1 +0 _. 

将这个代人 (C .6.3) 给出的 F 面方程 

a= -ba + 0 ) + O ( a 2 + 0 2 ). (C.6.5) 

类似地,对应于倍周期分支， 曲线％ 的方程是 

a = ?(1 + 6) 2 (l + ^ - Q + 0(^ + /3 2 )- (C-6.6) 

注意曲线研和而接近于原来 Henon 映射的曲线 SiV 和 




我们接下来推导对应于产生不变曲线（对映射的 Andrcmov - Hopf 分支）的曲线 
AH 的方程.由于这种点的特征 值是; ^, 2 = 由此得知映射在不动点的 Jacobi 

等于1，以及 Jacobi 矩阵的迹等于 2 cos ^. 这得出求解 y 和6的下面方 程组： 


2 y - 0 y - a 0 y 2 = -2 cosy ?, 
6 + y {2 ba 一 0) — 2 a 0 y 2 = 1 


从第-个方程我们得到 


y = 一 


COSIfi 


+ O ( a 0), 


( C .6.7) 


( C .6.8) 


从第二个方程得 


6«= 1 - (0 -2 a ) cosip 0( a 2 + 0 2 ). 


最后，由 ( C .6.3) 我们得到 


* 2 v?(l + 0 - a) _ 2cosp (1 + 香 )+ 0(a 2 + 月 2 ). 


( C .6.9) 


( C .6.10) 


山 （ C .6.9) — ( C .6.10) 给出曲线；.由于映射 （ C .6.1) 的 Jacobi 不再是常数，我 
们应该期钥在不动点产生不变曲线的分支是非退化的.为确认这点，我们计算第一 

个 Lyapunov L \. 

设 ( a , b ) eAH . 则6 = -1 十 O ( aJ ) 且 -1 + 0( q ,/3) <a <3 + 0( a ,/3). H 乘子 
的分支不动点有坐标 


x = - C08W (1 + ■) + a cos 2 p + 0( a 2 + ff 2 ), 
y = • cos<fi (1 + f ) + O ( o 2 + ff 2 )- 


( C .6.11) 


将职点移到不动点.于是映射 （ C .6.1) 取形式 


J = y(l + p ) + ay 4 


y = --r— -i- 2 ycosff - y 2 + 0xy + . 

1+P 

其中 p = 2 acos ^ + 0( a 2 4-^), 省略号表示 + 沪）阶非线性项.将 x - 变虽尺 
度化为 (1+ P ), 映射化为形式 


2 = y + 01/ 2 + …， 
y = -I +2 yco 6 v ? — y 2 + 0 xy + - 


( C .6.12) 




、问题和练习 


的复共轭，系数 


K 照 3.13 节，二次项由下而的规范化变换消去 ( 

CM -2 Cu CQ2 ， -、2 

Znow = 2 ~ - c'V ' i - e ^ e~ 2 ^ - e^> ( ) 


+ •••. 


这个变换并不改变线性部分，但消去所有的二次项.因此我们仅常要合并三次项 
前的系数.这给出 

2„cw= e^ncw + > AwCw (乙 + ⑼ + 0 ^ z) y (C 

其中 0 3 ( z ) 表示剩余的三次项和更高次项，以及 

L + ifi= -C2oCne~ 2, ^\ - l c nl 2 j ~ 1 邙 2 卩 ，_ (C 


取右端的实部我们得到第一个 


L, 的下面的公式 (184] 




将 ( C .6.15) 代人上面的公式，最后我们得到下面的表达式 

“ 16(1- cos ^)^ -2 a ) + 0( a ^^). ( C .6.20) 

观察在 a = /? = 0时 la 为零，如同在 Hdnon 映射中它恒等于零. 

因此，当 a 和办非常小时，第一个 Lyapu ^ y 量的符号与差 ((3-2 a ) 的符号相同. 
如果它是负的，当向0增大的方向穿过 曲线％ 时由超临界 Amlrcmov-Hopf 分支产 
生稳定不变曲线. 口 

C .6.# 72.] 应用计算机,追踪当 fe 增加时（选择 a =点= 0.001) 不变曲线的发 
展. 

首先我们讨论悄形 M < 0.在 A 的左边区域点 O 是稳定的，见图 C .6.5 •在 
Andrcmov-Hopf 分支曲线：^的右边，点0变成不稳定，一条稳定不变曲线在这点 
分支出.稳定曲线按下面方式发展：当参数进一步增加时，它与鞍点不动点 Oi 的同 
宿回路“黏合”，“黏合”这个术语是指稳定不变曲线变成由于鞍点不动点01的稳定 
和不稳定流形的相交而存在的复杂同宿结构的非游荡集合的—部分.巧参数进…步 
变化时，这个非游疡集由于同宿切触而消失. 

这种稳定性消失的现象通常在文献中称为“软性”消失（见第 I 4 章).在 M > 0 
的情形，稳定性的消失以危险方式呈现:^ O 照先是稳定的，同时不稳定不变曲线 
从 O ! 的同宿缄结“物化”，旦到达曲线 vO / 时收缩到职点 • 在职点的不动点在穿过 
AH 时变成不稳定，所有附近的轨线从它的邻域内离开. a 



C.6.# 737| 研究下面的映射 

x = y , 

V = Hi+ M2V + dy 3 - bx y 

其中 A , / i 2 , b 是控制参数 . 土1.这样的映射出现在 Lorenz 吸引子的研究中，以及 
在模拟具有三次非线性的周期强迫方程的性态中，如 Duffing 系统 [176,184]. 

这个映射的 Jacobi 等于6,因此，当 W 0时它是微分同胚.逆映射是 

x = i(/ii + H2X + dx 3 - y). 

从上面的公式容易看到情形|6| > 1和悄形|6| < 1是对称的.当6 = 0时，原映 
射有不变曲线1/ = dx 3 + H 2 X + nu 平面内的任何点经一次迭代变到这不变曲线, 
在这意义下职映射变成是“一维”的.应该指出这个映射关于变换（: r, V ，Mi, 的）— 
是不变的，因此在 (/i,, M 2) -參数平面内分支曲线关于 M 2 轴对称. 
C.6.# 74.] 解析地求这些映射的不动点和周期2 -环的基本分支曲线的方程 • 

部分解对应于具乘子+1的不动点的曲线^^由 


Mi = ± 


2 / - 1 + 6 - / i 2 


治出， n •乘子 _1 的由 


( -H 1/2 (2 + 26 - 

纶出.具乘子 +1 的周期 2 - 环的分支曲线是 

/ii = ±^(- M 2-2 (fe + I )) 3 〆 2 , 在 d = +1， 


= ± r 4(^2 + 26- l ) 3 / 2 , 


--(6 + 1)， 在 d = —1. 

o 


对应于倍周期4的分支曲线是 

n \ = j ^( b(b + 1) + / i2 土 9) 2 (-5/ x 2 - 6(6 ♦- 1) ± q ), 

其中 g = y /( 3 fi ^ 2 b + 2 V - S (^+ T ). 口 

|C.6.#^1 在完全 Jordan 块悄形下 （C.2 节继续)，下面的系统是具有三重零特 
征指数的平衡态分支的渐近规范形[162, 163] 


y = 2, 


- x 2 - by - z , 



其中 a 和 6 是控制参数.这个系统分支图的片段如图 C.6.6 所示.对 a ，6 彡0,系 
统有两个平衡态 0(0,0,0) 和 O!(a,0,0). 原点对应于 Bogdanov-Takens 余维 2 分支 
(见 13.4 节). 



生的铥定 瑚期轨 ifl 的翻转 分支. 

当//增加时在路径6 = 2上描述这个系统的基本分支.在曲线 A// 的左边平 
衡态 A 稳定.它在曲线 >4// 上产生超临界 Andronov-Hopf 分支.通过在曲线 PD 
上出现的倍周期分支，稳定周期轨道变成鞍点.阁 C . 6 . 7 显示鞍点周 期轨进 的不稳 
定流形同胚于 Mobius 带.当 a 进一步增加时，鞍点周期轨道变成鞍点0(0, 0,0) 在 
a ^5.545 的同宿回路.当它接近于回路时我们关于周期轨道的乘子能说拽什么？在 
这阁中 M 示的鞍点煳期轨道能不能在翻转分支以后从二 m 稳定轨进“拆幵”得到? 
换句话说， R 3 , R 4 中那样成对轨道以什么方式连接？ 



图 C .6.7 在 a = 3.2 B 示的鞍点周期轨道(馬圈圈)的稳定庞形的片段.此图由 H . Osinga 和 
B.Krauskofpf [181] 提供- 口 
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C .6.#~76.1 在 ( a , 6) -参数平面上，利用计算机探测对应于 Shimizu - Morioka 模 
型 [191] 



在 a ^ 0.4 和 b ^ 0.45 的对称周期轨道的叉分支的分支曲线.对称极限环能否通过 
这个系统的倍周期分支产生？在 Lorenz 系统中呢？ Chua 电路中又如何？它们有什 
么区别？ 

C .6.#~77.] 考虑具有环面分支的系统例子.我们这里的例子来自气象学模型 
[128, 183] 

x = -y 2 - z 2 - ax + aF, 

y zs xy — bxz — y + G 、 ( C .6.22) 

z = bxy + xz - z . 

由线性稳定性分析（见 C .2 节）得知， （ a ,6> - 参数平面内有对应于具有特征指数 
(0,± iw ) 的平衡态的余维2点. W 此，中心流形的维数此时必须至少等于 3 .为了完 
成这个分支的讨论，建议读者参考 [51,64]. 下面我们给出它的槪要. 

观察在这样的余维2点， Andronov - Hopf 分支和鞍-结点分支同时出现•设川 
和 M2 是在每个通有族 

f r = r(/ii 4 Lir 3 ) + …， 

|«^ = u »0 ii ) + n ( Mi ) r 2 + ••-, 
i = /i 2 - z 2 + . • • ， 

中分別控制这些分支的相同参数，其中 40) 參0, 0(0) 〆 0, h 表/^ Lyapunov M . ^ 
虑到交互作用，所得规范形可写为 

r = r(/i] + L\r 2 + az + z 2 ) + 0(|(r, z)| 4 ), 
i = /i 2 4- 2 2 + frr 2 + 0(1 (r, z)| 4 ), 

0 = u ； + cz + 0(|(r, 2 )| 2 )， 

其中 a ，6 可取土 1. 注意如果我们去掉 0(|( r , 2 )| 4 ) 系统变成关于围绕 2 轴旋转 

不变，因此它的轨线位于由与第三个方程解耦的前面两个方程组成的平面系统的轨 
线确定的积分曲面上.在这个平面系统中 r = 0 的平衡态对应于二维规范形的平衡 
态 ， r ^ 0的平衡态对应于周期轨道，以及结构稳定的极限环对应于不变环面.按照 
a 和6的符号，可以存在四种本质不同的悄形.我们将仅集中研究情形 a == -1 和 
6 =1,这时发生环面分支，其它情形下的线性稳定性分析留 了作为 练习.对应的分支 
图如图 C .6.8 所示.接下来我们描述有关原来三维系统 （ C .6.22) 对应的分支. 
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点 A 在 Z // 的右边 K 域是排斥的.在的左边区域它变成鞍-炽点 
(2,1), 且从这点生成排斥的周期轨进.这个周期轨道是 A 的稳定流形的边（阁 
0.6.9( a )). 当穿过 7’ S 时这个周期轨进变成稳定，从它分支出排斥的二维不变环面 
(见阉 0.6.9( b )). 在阁 C .6.8 中的曲线//上，这个坏面变成 W 个鞍-热点之间的异 
宿连接（图 0.6.9( c )). 

上面描述的分支服从关于围绕2轴旋转的不变性条件.于是直线 r = 0足积分 
曲线，且在和0 2 都是鞍点的情形，这是它们公共的一维分界线.此外，在这样的 
对称系统中，这呰鞍点的二维稳定和不稳定不变流形或荇珂结合在一起或者没有公 
共点.在一般没有旋转不变性的系统中，鞍点的一维分界线可以在特殊（余维 2) 参 
数值逭合，但是鞍点的二维流形对于开的参数集可沿着某些轨线彼此横截 相交考 
虑到破坏旋转对称性的项可有效地改变异宿连接的结构，即它可分裂.如果发生这 
种情形，一维分界线很可能变成双向渐近于任何一个鞍-焦点，如图 C .6.9( d ) 所示 • 
此外，如果任一个鞍焦点的鞍点 fi 是正的，则当邻域被无穷多个鞍点周期轨道充 
满时,分界线回路将引起同宿爆炸（见13章). ° 

C .6.# 78.( 环面上的盔天突变的 Medvedev 构造195】，如图 C .6.11 所示.假设在 
某个 /i = 0 环面上存在一对鞍-结点环 G 和 C 2 . 在环面上引入运动方向，可指定 
一个环按顺时针方向旋转，另一个按相反方向 旋转. 讨■论蓝天突变中流向可能的方 
式.通过这个分支有多少环以及可以什么稳定性出现？设和 n 2 ( n),n :> 0是 
环面上的闭轨线接近的幻影时的回转次数. lim p -^, ni t2 (/ i ) 是什么？ 

| C .6.#79.] 挑战: 按照在 12.4 节讨论的两个时间尺度的系统中蓝天突变发展的 
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图 C .6.11 环面上的葳天突变. 


的蓝天突变，其中 A 和 e 是两个控制参数.图 C.6.12 表示慢系统的分支图.证明所 
得周期轨进的稳定性.你能否解释平•衡态是如何延迟失去稳定性的 •• 对照与在 
零和小非芩 e 对应的阁.关于这个现象的更详细的考虑，建议好奇的读者査看结果 
(211. D 



ffl C .6.12 在= 0画出乎衡态在 U . X )- 平面内的 Z 垩标.符兮 Xmin , :和 ㈤ 分别表示 
从在 A// 的©定焦点分支出的在点 W: z = 2.086 终止于鞍点0 (见 下- -个图）的分界线回路的 
稳定极限坏的; t 坐标的最大值， ft 小值和平 均值. 

fc^#80l 研究周期强迫的 van dcr Pol 方程 


i = y, 

y = - x - aix 2 - l)y+ /3cosurt, (C.6.24) 


中当从零增加时不变环面的出现和破裂的机制.从未被扰动方程原点的 Andronov- 
Hopf 分支开始.在《 == 2关于极限环会出现什么情况？环面演变的现象情景如图 
C.6.14 所示.什么分支在它破裂之前，以及什么时候它失去光滑性？应该注意在稳 
定共振环附近鞍点分界线的性态. ° 
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m C .6.13 在 Z = 2.086 和 e = 0处鞍点 O 的分界线回路 • 


® a a c? 
^ ^ ^ 

^ ^ ^ t 


OQQ 




( b ) 


图 c.6.14 t 移位映射： （a) 押想的 分支难 H , 以及 （ b ) 对 a = 0.4, u； = 0.893 和在« 
0.0,0.37,0.37409,0.375,0.376,0.3761 时的败值结果.两个囝像都是由 B.Krauskopf 和 H.Osinga 
[180] 提供的. 


C .7 同宿分支 


同宿分支当然不是局部问题.对特殊 ODE 集的同宿分支的探测本身就是一门 
艺术.此外,它通常要求执行相当复杂的数值 计算. 但是，如我们在 Bogdanov-Takcns 
规范形的研究中看到的，在某些特殊情形我们可解析证明同宿回路的存在性.这里 
涉及的系统接近于可积系统.另外的例子，系统的右端分段线性，以及由两个时间尺 
度的具快慢变 S 的系统.尽管如此，这些例子是例外情形.因为对一般涉及考虑的非 
线性耗散系统，情况非常不平凡，特别，如果问题中的鞍点有维数等于或者超过 2 的 
不稳定和稳定流形时(迄今为止，知道的常用的数值方法可很好用于具一维稳定和不 
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稳定分界线的鞍点).通常在出现同宿问路之前不存在太多分支现象的问题实际上比 
较简单.我们将在下面阐述它们中的一些.但是，所列的分支毋满置疑是不完全的， 
我们希望幸运的读者将在进一步的研究中撞上新奇的分支. 

同宿分支是一个复合结构.它的第一阶段是基于局部稳定性分析以确定平衡态 
是鞍点还是鞍-焦点，以及它的第一个和第二个鞍点适是什么等等.紧接着第二阶 
段，要处理3系统的参数变化时分界线的 u ；- 极限集的演变.一个特殊的考虑是也 
应该给出从同宿回路分支出的鞍点周期轨道的不变流形的 维数. 它直接与鞍点附近 
的局部扩张和压缩的比相关，即它依赖于鞍点 a 的符号. 

C .7.# 81.1 按照对-•般的 Bogdanov-Takens 规范形的研究的相同步骤，分析異 
反射对称的 Khorozov-Takens 规范形 

i = y . 

y = + M2V 士 a : 3 - x 2 y 

中职点 mi = M =0 附近的分支集的结构.尺度化 

x —* ev, y -• e 2 v, |/ii| -• e 2 , H2 e 2 u, t -* ^ 


给出 


u = v t 

i > = 7ti + in »± ti 3 — fti 2 v , 


- K 中 7 = Kign/ii = ±1 -于是，在 e = 0,系统变成 Hamilton 系统 

dH 

. OH 

v= i 


它有首次积分 



最令人感兴趣的情形是当的符号与//中的四次项的系数相反时，所以我们进一 


步假设 


H = 



T+ 7 T -7 T - 


这个可积系统有三个平衡态 0(0,0) 和0 1|2 ( 土】， 0). 当7 = 1时原点是中心， A ， 2 是 


鞍点 | 见图 0.7.1( a )]. 

鞍点有在等高线 H = \ 
求得，其上面部分由 

U — 


的闭对称异宿连接.连接鞍点的轨线的方程可明显地 



十 T V= (e^ + l ) 2 






(•) (的 

ffl C.7.1 Hamilton 系统的织分 曲线： 悄形7 = ' (a) 和7 = (b>. 


给出（验 证). 

在情形 7 = _1，原点变成鞍点，而认. 2 是中心[见图 0.7.1(b)). 可识別的 8 字 
形图位于相应的 Hamilton 系统的芩等岛线.它的右边 1»1 形突出部分的方程由 


[(0 = 


2 y /2 e f 

IT ? 7, 


v(t) = 


2 n / 2 c *(1 - e 2t ) 
( l + e 2 *) 2 


给出.在曲线 /i 2 = + 0(/i?) 上异宿连接或若 8 字形同宿连接对扰动系统保持， 

其中1 /由条件 


求抑.后莕可艰写为 


/r^^ //(ti(i),v(<))<ft|c=o=o 

r °° u 2 {t)v{t)dt 

J 隹 oo 

— 77 S - ’ 

I v{t)dt 


对铒个情形这分别给出 


和 i 


对情形7 = -1，在曲线 /a 上计算鞍点 a. 求证稳定的对称极限环不可能在此曲线上 
终止于8宇形同宿.完全的分支 图见阁 C.7.2. 

C.7.# 82^应用 Shilnikov 定理解释 Rdssler 系统[I 72 ,脱】 


x = -y - z. 


z = 0.3x -cz + xz 


在鞍-焦点 O 同宿回路附近应该期望出现什么类型的性态，如图 C.7.3 所示.确定 
对应的特征指数，并计算鞍点量- 



附录 C 例子、问题和练习 



⑷ 



0 ») 

m C .7.2 Khorozov-Takens 规疱形的分支图- 


直接计算显示对给定的参数，鞍-焦点 O 有指数 A " ^ 0.1597 ± .0.9815 和二 
- 4.7594. 由于复指数 A 1<2 最接近于虚轴，同宿回路导致产生无穷多个鞍点周期轨道. 
此外，由于第二个鞍点 S < T 2 = A 3 + 2 RCAU 为负（这里它等于向虽场在 o 的散度)， 
由此得知，同宿回路附近也可存在稳定周期轨道和鞍点.这些稳定轨道有长周期和 
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• 675 




0>) 


图 C.7.3 Roller 模 塑中， 在 （a = 0.380, c = 4.820) 和 （a = 0.4853, c = 4.50), 鞍，饵点 O 和 
Ox 的分别的同宿回路.在不稳定流形上的初始条件选择为分别与平面1/ = 0上的 O 相距大约 
0.47 以及与 O, 大约 0.14 的距离的点. 


弱吸引盆，因此它们在数值实验中实际上是看不见的. 

在第二种情形，平衡态0 2 有特征指数 (-0.0428 ±3.1994,0.4253). 与第一种悄 
形相反,在回路的小邻域内不存在稳定的周期轨道，因为向&场在0 2 的敗度为正 .口 
| C . r #83.1 考虑下面 A 三次非线性的& -对称 Chua 电路 [179]: 


x = a(y-| + ^), 

y = X - y + Z, 

Z = -by ， 


( C .7.1) 


其中 a > 0 和 b 彡 0 是控制 參数. 当 a = = 0 时， （ C .7.1) 的分支开折与 Khorozov - 
Takcns 规范形的相同.特別地，它包含8宇形同宿分支. 因此 对应的记为//8的分 
支曲线从阁 C .7.4 的 ( a ,6) -参数平面的原点出发.在这里特别要考虑在这曲线上的 
四个余维 - 2点，在这些点上以下共振条件成立 （ C . 2 节的后 面)： 

(1) NS (a ^ 1.13515,62- 1.07379) 对应于零鞍点里 a 的鞍点（在原点).在这点 
的下方， < r 是正的. 

(2) 点5 5 F (a s 1.20245,6= 1.14678) 对应于从鞍点到鞍-焦点 （2, 1) 的过 
渡.重要的是在这点 a < 0. 

(3) 缩写 NSF 表示中性鞍-焦点，在这点的鞍点 M 7为零. 

(4) 引入第二个鞍点贵内，它是在鞍-焦点的三个主特征指数 的和. 在三维情 
形，它是向 S 场在原点的 散度. 这里由方程« = 6给出的曲线内= 0在 （a = 6 ,6 = 
7.19137) 与//8相交.在这点上方，巧 > 0. 

这些点将分支曲线/分为四段，其上轨线的性态描述如下 • 


线段 {0, NS ): 



ffi C .7.4 Chua 电路的分支 IB . 


在这个区间上 , 8 字形同宿分支与 Khorozov - Takens 规范形中的悄形相同.组成 
8字形同宿的两个回路可 定向. 中心同宿流形的维数等于 2. 第三维不起朮嬰作用. 
因此 . 由 13.7 节的结果得知在//8的右方存在两个不稳定环（阁 U .7.9 中的环1 
和环 2) .在//8的左方从8 ¥形同衍分支出对称的鞍点周期轨道（环 I 2 )(也见阁 
C .7.5). 

良 NS. 这点在这里如同 a = 0是余维 2 存.在 8 宇形同宿附近轨线的性态，以 
及在这点附近分支集的结构依赖于分界线 S A (见公式 (13.3.8)). 此外，它们不仅依 
赖于 A 是正（回路蚵 定向） 还是负（回路是扭转)，还要考虑到是小于1还是大 
于1.如果|/1| < 1,则8字形同宿是“稳定”的，否则不稳定.为了找出出现哪种情 
形，我们可以选择充分接近于8字形同宿的初始点并数值地跟随从这点出发的轨线. 
如果8字形阁排斥它（这是 Chua 电路情形)，则> 1. 观察到具乘子+1的二里 
环曲线由定理 13.5 必须从点出发. 

在 ATS 和 NSF 之间的线段上.鞍点摄是负的，即 a < 0. 沿着//8向上移动，通 
过它上面的点之后原点变成鞍- 焦点. 由定理1 3 .11，在两种情形任何一种（即当原 
点是鞍点，或者是 cr < 0时的鞍-焦点)，只有两个稳定环,或者在开8的另一方从8 
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图 C.7.5 当环《 于问 帘回路时，参败 a (6 = 1) 对通过》桩界 Andronov-Hopf 分支产生煳期轨 
道的刑期的依轅性. DR 点是 a > 0 时的皸点. 


字形同宿分支出的单个对称稳定环. W 此点 S — SF 不是分支点.但是，引人小扰动 
破坏了 Chua 电路的对称性，我们可以得出本质不 N 的分支开折（见 ffl 13.7.5 和阁 
13.7.9 的对照).不过应该指出，如果在这点是正的，则从鞍点到鞍〜热点的转移 
对系统的动力学会引起引人注目的变化.考虑到 只有一 个同宿回路， 这芎引 起从在 
鞍点悄形的单个鞍点周期轨道到鞍-焦点悄形的无穷多个周期轨进的间宿爆炸（见 
定理 13.7 —定理 13.10 和 [29)). 

点 NSF: er-0 对应于中性鞍-焦点.在这个余维 2 点，在鞍-热点间宿回 
路附近的轨线动力学变成混沌.这个分支事实上先于 Chua 电路中混沌双涡形吸引 
子的原点. [291 第一个考虑这个分支的一般情形.这样的分支的完全幵折还不知道. 
[29] 的概述 如下： 存在余维1分支曲线的无穷序列，它们凝聚在点 NSF 上方的曲线 
H8 上.这些曲线对应于后来的同宿分支，鞍-结点分支以及接近于原來的同宿轨 
线的周期轨道的二敢周期分支.为了理解这个现象（同宿爆炸)，我们可以研究具鞍 
点指标 p > 1 (对应于 a < 0) 和 i/ < 1 (对应于 (T >0) 的一维映射演变的简单图像, 
如图 C.7.6 所示.回忆在所考虑的情形，1/ = 1^-, 其中& > 0,以及 Y 是在鞍 
-焦点的一对共轭指数的实部.从这个图像珥以看 : 出，当参数收敛于临界值时周期轨 
道的周期趋于无穷.在1/ < 1的鞍-焦点情形，它有不同的振动分量.每一个转向点 
对应于由倍周期分支跟随的鞍-结点分支.因此，那里产生这样的分支无穷序列，它 
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们凝聚在同宿分支上 [173]. 



ffl C .7.6 当坏 e 于 a > 0的銨-焦点間 m 回路时，由在参数 o (6 = 6) 的超临界 Andronov-Hopf 
分支产生的阀期轨道的埘期了对参败 a 的依饋性. 


W 此，在1/ < 1的鞍-焦点同宿回路的邻域内，可存在结构不稳定的周期轨进, 
特別坫可以有鞍-结点.这引起一个问題：燜期轨道的鞍■•结点分支是否导致出现 
稳定轨进？ 

要回答这个问題，我们必须研究一.维 Poincard 映射以代替一维映射，并计算前 
而映射的 Jacobi . 如果它的绝对值大于1,则映射没有稳定的周期点，因此在同宿 
轨线的邻域内没宥稳定轨道，这是因为不动点乘子的积等于这个映射的 Jacobi 的行 
列式.从公式 (13.4.2) 我们可以看到，该 Jacobi 的这个值直接与2〃 - 1 ；> 0还是 
- 1 < 0,或若等价地与《/ > ^还是 r ^冇关.借助鞍-焦点的特征指数，将上 
面的条件转化为第二个鞍点 S er 2 = A 1+ 2 ReA - 是正还是负.可以证明 (100], 如果 
a > 0但 <7 2 < 0 ( 图 C .7.4 中 a < 6), 在回路以及鞍点附近可存在稳定周期轨道.但 
是如果 < 7 2 >0 (自动地有 <7 > 0)，从鞍-结点分支出完全不稳定周期轨道. 

关于 Chua 电路的 fi 后一个说明是考虑沿着路径6 = 6的分支（见阁 C .7.4) .注 
意这个序列对许多具鞍点平衡态的对称系统是非常典型的.我们跟随从在 a ^ 3.908 
的非平凡平衡态的超临界 Andronov - Hopf 分支开始的稳定周期轨道•当 a 增加时， 
两条分界线都趋于稳定周期轨道.后面一个在 a = 4.496 通过叉分支改变为鞍点型. 
它们的大小增 加旦在 a 二 5.111 与8字形同宿合并.这个以及接下来的分支导致出 
现大家知道的 Chua 电路中的双涡形管 Chua 吸引子的奇怪吸引子. 口 







(C.7.2) 


y = i - ay - X 2, 

i = -bz ■¥ x 2 

中的同宿分支.我们寻求同宿分支是从发生在曲线 AH : 6 = 1^! (见 C . 2) 上的非 

a 

平凡平衡点0 1>2 的 Andrcmov - Hopf 分支开始的.这个分支可以是超临界，即第一个 
Lyapunov &在点 G // 的右边是负的，在点 G // 的左边它是亚临界.接下来考虑当参 
数 a 减少= 0.9 保持不动时在原点的鞍点 O 的分界线性态的演变.在4//的上方， 
分界线趋于稳定平衡点 Ox , 2 , 它们在 a = 1.0341 经由 Amlixmov - Hopf 分支而失去稳 
定性.在4//和 // B 之间的区域，分界线被吸引到新产生的稳定周期轨道. 3 a 进 
一步减少时，稳定轨道的振幅增加,它们两个在 a = 0.8865 与原点结合从而形成蝴蝶 
同宿.这样的 a < 0时的对称同宿分支，考虑到它们可以是蝴蝶同宿或若8字形同衍 
的儿何结构，通常称为黏合分支.我们可以肴到在给定的参数值鞍点的主方向进对 
应于特征值 A 2 = -6 的2轴.因此，在我们的分类中我们处理的蝴蝶同 宿是： 两条进 
人鞍点的分界线彼此接触 • 当分界线从两个相反方向进入鞍点时蝴蝶同宿转 换 /J g 

字形，这个方向是另一个负特征值的特征向 M . 它在//坟 A 2 < A 3 = -|-\/j + 1 
时变成主特征向 fi . 在这两个情形，从同宿分支出现稳定的对称周期轨逬丙此，如 
果 a < 0则同宿变形的结果始终坫相同的但 (T > 0的情形则不同，那里同 W 的几 
何是关键因素. 

在仙 上史®要的共振条件发生在 （a = 1.044,6^0.608), 在那里鞍点贵 a 等 
于芩（见 13.6 节).在这种点附近 的局部 考虑化为对应的截断“规范形”——一维 
Poincar 6 映射 

y = + 1+<r ) sign(;r )， （ C.7.3) 

其中 \\ fi t cr \\ <1, >4是分界 线最. 在我们的解释中，当 M = 0时，在原点的不动点对 
应于蝴蝶同宿.由 13.6 节柑知，在这样的余维 2 点附近分支开折的结构强烈依赖于 
A 的大小和符号.我们早先已经强调过4的作用，但必须得笟复说明 A 的符号确定 
同宿冋路的定向.此外，在“线性”情形（即在 = 0 ) t A 的值也确定蝴蝶同宿的稳定 
性.如果对 ODE 的特殊集没有计算机模拟，那几乎没有方法可求4的值.最简单的 
方法是执行数值实验，它类似于我们已经用过的对 Chua 电路的分析.如果鞍点的分 
界线在它分裂之后仍停留在蝴蝶同宿的小邻域内，则分界线量将满足< 1 .其它 
的问题是如何确定“定向”的条件，即求 A 是正还是 负的. 后面我们将回到这个问 
题. 

由数值实验不难看到，从分界线收敛于瑚蝶同宿这种方式，^必须在（0，1)的范 
围内.在这种情形下，当 a < 0时所有事情都很 简单： 蝴蝶同宿或者分裂成两个稳定 
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的阀 期轨道 （闬 0.7.8(g)), 或荇只有一个稳定的对称周期轨进（阁 C.7.8.(i)) •由 13.6 
节得知，当 a > 0时，两条分支曲线从这个余维 2 点出发.它们对应于鞍-结点分支 
(图 C.7.8(d)) 和二®間宿回路（图 0.7.8(f)). 对称性使得问题中增加了其它多余的分 
支现象.特别有兴趣的分支如阁 0.7.8(c) 所示.它导致形成将闭区间映为其自己的 
映射.进一步，由于映射的导数在这部分大于1,它不包含稳定周期点但有无穷多个 
不稳定点.这是出现没有稳定轨线的不变吸引集的时刻一拟吸引子.按 
照流，当在原点的鞍点的一维分界线位于鞍点周期轨道的二维稳定流形上时就会出 
现这个分支，这个鞍点周期轨道先前己经从每个回路分支出 (^renz 方程中类似的 
分支如图 C.7.14 所示).由于>1 > 0,这些流形同胚于柱面.这个分支出现在图 C.7.7 
中的曲线 LA 上.在余维2点 tr = 0附近, Lorenz 吸引子是非常薄，看上去像-条稳 
定周期轨道（见围 C.7.9). 注意，我们应该验证在曲线上分界线适>1无论何处都 
不为零.如果为零，可能出现如图 C.7.10 所示的情况，它形象地 M 示当分界线贵 A 
变成负时 Lorenz 吸引子的主要分支是如何毁灭的 • 我们将在下面讨论这个可能性. 

迄今为止一个重要的结论是：由于存在 Ml < 1时的蝴蝶同宿，参数空间中 
Lorenz 吸引子的存在性区域与余维2点相连接.对 Shimizu-Morioka 模型中的 Lorenz 
吸引子分支有兴趣的读者逑议参考 U 27 , d 187 1，对原来的 ^eaz 方程和其它类 
Lorenz 方程感兴趣的请参看【114, 115, 117, 161). ° 
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• 681 . 



m C.7.8 在余维2点 tr = 0附近的一维映射的分支.⑷ 一( f ) 对应于> 0, (g) —⑴对应于 

a < 0. 



| C .7.#^| 考虑当 o 从正值向负值变化时对称环的分支.它能否产生倍周期分 
支？鞍-结点分支？利用问题的对称性.对映射 ( C .7.3), 求主要分支曲线的解析表 
达式.这里的鞍-结点分支是否先于出现 Lorenz 吸引子（即能否“通过间歇出现” 












ffl C .7.11 扭转的 （ Z \ < 0) 和可定向的 （A > 0) 二重閩 TH 回路二 m Poincare 映射在分 界线甩 
A 变成负值 以后冇 不间的类钩形 


混沌)？ 3 A 从正伉变到负值时，研究满足 A > 1时的分段线性映射，并确定4的 
临界值，即从它以后出现 Lorenz 吸引子. 口 

Shimi / u - Morioka 棋型中的另一个余维2同宿分支出现在对应于二艰同宿回路的 
曲线// 2 上的 （a = 0.605,6 2： 0.549). 在这一点分界线员 A 为；，回路变成扭转的， 
即我们遇到了倾角-翻转分支（见 ffl I 3 4 . 8 和 C .7.11). 二维局部 Poincar 6 映射的几 
何如阳 13.4.5 和图 13.4.6 所示.为了找到我们的悄形对应于 13.6 节分类中的哪一 
种、我们还需要确定在这一点的鞍点指标^又如鞍-焦点同宿回路情形，非常屯要 
的是确定 t / < i 还是 p ^简单计算显示对给定的参数值夯 ^>2- 因此，每个蝴 
蝶同宿回路的 I 支开折与 13.6 节相同•下面的四个分支曲线都足从这点出 发它们 
对应于鞍-结点分支（在图 C .7.7 中标为“+1”>，倍周期（标为 “-1”） 以及两条 二:® 
分界线回路曲线（这些曲线在 （ a ，&) 平面内盘旋终止于了 - 点) •（ a ，6) -平面内的 
虚曲线对应于图 13.6.4 中的分支图的4 = 0 -轴.在这条曲线的上方，原点的所有 
同宿回路都是可定向的，而在它的下方它们都是扭转的.在曲线4=0和同宿分支 
曲线的每一个交点处，分支集的结构类似，除非 ^<2* 这个比值的重要性在研究一 





维 Poincare 映射 
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S=(/i + A\xr + jxnsign ( x ), ( C .7.4) 

时变得很明显，其中 \ H , A \ 《 l，p = 和1 = ' max { ^ A -^, 这里 A 1>2 分别是在 
鞍点的主不稳定和稳定特征指数， a 3 i 非主稳定特征指 1 数. 

当/! = 0时，上面映射的轨线稳定性由第三项确定.显然它依赖于 7. 对在曲线 
4 = 0上的参数值，若 *y > 1则映射是压缩的 ， *Y < 1时是扩张.假设 2 A 2 > 心，关 
于7的条件化为 P 4或者 p ^因此，不难看到，在 P < $映射可以有如阇 

C .7.8( a ) 和在 1 / > ^如图 0.7.8( h ) 所示的形式•如果 1 / < |，对4的零值不可能有 
稳定点. 

截断映射（没有 | zp 项）满足 | / < 1和4 > 0时的分支集的结构与上而 

共振悄形 */ = 1的相同.佾形/! <嫩述在 ffl C .7.12 ⑷一 < c ) 中.读#可挑战这个映 
射的分支研究.情形 A < 0的特性是这个映射玎以有不变吸引区间，映射将它映为 
它自己（阁 0.7.12( c )). 我们苟以在这个区间上确定具有“不可定向的 Lorenz 吸引 
子”的混沌性态|1 27 , 129]. 

借助流，这意味着在参数空间内，对从 A < 0这边连接 f /8 上的点4 = 0的指 
数狹窄 K 域中的参数饥，存在包含无穷多个鞍点周期轨进的类 Lorenz 吸引子，这些 
煳期轨进的稳定和不捸定流形同胚于 M 6 bius 带. 

一维映射 （ C .7.4)， 当4 < 0时有类似拋物线的 亂如 W C .7.12( d ) — ( f ) 所示 • M 
然我们应该预见倍周期级联（阁 C .7.12 ⑹和 0.7.11( e )), 它类似于出现在 C.G 节中 
对纯粹的二次映射的研究.不同的是在间断点的无穷导数保证了在原点附近的强扩 
张. 

倍周期级联在这里与同宿二重级联密切相关 d 120, 126】，见图 C .7.13. 

二维映射对在 K 域 A < 0中沿着曲线 H 8 的参数值呈明显的“钩形”状，如阁 
C .7.10 所示.事实上这个观察对计箅同宿回路的定向提供了最简单的方法，就是说， 
在接近于稳定流形的截面上选择点并计算对应的轨线，我们验证轨线的初始点和最 
终点是否位于这个截面上 W 的同一側.如果是，则4 > 0,否则 A < 0. 初始点应 
该相当地接近于 V ，因为当4多次改变符号又变为正时，回路变成两次扭转，等等. 
图 C .7.7 显示两条这样的第二次分支曲线,它们从点 A = 0 出发并盘旋终止于 （ a ，6) 
-平面上的了 - 点（在 135,174) 中有对 r - 点细致结构的研究).这种余维 2 点（图 
C .7.7 中近似于 a = 0.781,6 ~ 0.39) 对应于含有在原点的鞍点和不平凡的鞍-.焦点 
的异宿环.由[35|得知，在主要了-点附近存在类似的凝聚序列，它们位于由对应这 
些鞍-焦点的同宿和异宿分支曲线所界定的场形区域内.这部分地解释了为什么分 
界线量 A 在这里改变了它的符号， 因此， 回路改变了定向（记住鞍-焦点附近的二 
维 Poincare 映 射). 









图 C .7.13 Shimizu - Morioka 棋 B 中肖参败 a 变化时 （6 = 0.40) 的同宿二重 级联. 利用打祀 
法 W 求对应的参败值 a . 

C .7.# 86. 假设在 Shimizu - Morioka 模型中存 在按 - 焦点的同宿回路（如7 - 
点).不用计-焦点的特征指数.我们能够对局部结构说些什么：是平凡（一条 
周期轨道)，还是复杂（无穷多条周期轨道 )？ 


»参枒库兹涅佐夫著 < 应用分支理论基雄 >第10章——译者注 









经典的 Lorenz 方程 


i = - < r(x - y ), 


y ^ rx - y - xz , ( C .7.5) 

8 

2 = -~z + xy . 

它的 ( r , a ) 分支图的片段如图 C .7.14 所示.探测路径 tr = 10与蝴蝶同宿的曲线 //S 
的交点以及其上鞍点的一维分界线趋于鞍点周期轨道的曲线 LA 求曲线上的 
点，在该点上方朝宥 r 较大值方向穿过1^4时 Lorenz 吸引子不出现.阁 C .7.14 中 


通过 r - 点的虚线对应当分界线量 A = 0 时二维 Poincare 映射中产生钩形的时刻 
(见关于 Shimizu - Morioka 模型的讨论). 



我们已经看到对称系统中的同宿分支有许多共同点.接下来我们描述在“典型” 
系统中鞍-焦点同宿回路所形成的通有现象.特别地，这个机制很好地1：作在 Rosslcr 
模型，新 Lorenz 模型，规范形 ( C .2.27) 和许多其它模型中 • 

通向这种同宿分支的第一步是超临界 Andronov - Hopf 分支： 稳定平衡态失去它 
的稳定性变成鞍-焦点.它的二维不稳定流形的边界是新生成的稳定周期轨道.接 
下来，让稳定周期轨道的实主乘子与其它的合并，此后它们变成一对停留在单位阓 
内部的复共扼.然后鞍-焦点的不稳定流形开始围绕稳定周期轨道，从而形成一个 
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吸引“杯子”或者“涡流”，如阁 C .7.15 所示.当系统的参数进一步变化时，涡形扩 
大，掻后鞍-焦点的不稳定流形接触到它的稳定 流形. 通常，由于翻转分支或者环面 
分支，这个同宿分支接着前面的周期轨道分支失去稳定性.此外，如果在鞍焦点的 
鞍点 M 是正的，则涡流将包含非平凡结构的吸引集. 

让我们用新 Lorenz 校型 [ 128 ] 

x = - y 2 - 2 2 - aa : + aF , 

y ~ xy — bxz — y + G , ( C .7.6) 

i - bxy + xz - z 

的例子形象化地实现这 些步® ，其中 （ F , G ) 是控制参数且 ( a = i ,6 = 4.0^ (见阁 
C .7.16). 

新 Lorenz 杈型的分支很丰富.其中之一是非横裁同宿鞍-结点分支 •在 C . 2 节、 
我们己经找到正则鞍-结点分支曲线 SiV . 与阁 C . 6 .10 和图 C .2.4 相比较，阐 C .7.17 
是系统在 SN 的上分枝附近分 支阁的放大. 这个分枝对应于具一个零特征指数而其 
它两个有负实部的结构不稳定平衡态•在的左方，这个临界平衡点消失，在 S 7 V 
的右方它分裂成两个：稳定点和鞍-焦点 CM ). 曲线好1 对应于鞍-焦点同宿回路. 
出与 SN 合并的点对应于非横截同宿鞍-结点余维 2 分支. 在这样的点，鞍-结 
点的不稳定流形沿着强稳定流形回到平衡 态曲线 SN 的剩余部分对应余维1分支 
曲面，这些点将它分为两类交错区间.在这些区间从右到左的道路上的分支序列是 
完全不同的.在第一种情形这是一个蒈通的鞍-结点分支：两个平衡态合并并消失. 
在第二类线段上的点对应于具有同宿轨道的鞍-结点平衡态,它在幻 V 的左边当鞍 
—结点消失后变成外吸引极限环.好奇的是，这个分支序列是可逆的：从左到右穿 
过幻 V 时，周期轨道的稳定性回到了吸引的平衡态.关于这一点，见 M 章对“安全” 










阁 C.7.18 
和“危险”分支的讨论. 

我们用对应于四维情形 的鞍. 焦点蝴蝶同宿的阐述來结束这一节.考虎四维 
Lorenz 系统的扰动 

x = -10(x-y), 




以及四维 Shimizu-Morioka 模 5J! 的扰动 

x-y, 

卜一 ay + m, ( c.7.7) 

i = w ， 

w = -bw — fiz + x 2 , 

其中新参数 fi^O 的引入使得限制在 {z,w)~ 子空间上的原点的鞍点平衡态成为稳 
定焦点. 

|C7.#87.| 求在原点的平衡点的稳定、强稳定和不稳定线性子空间.数值探测 
原点的主要同宿回路 {fi = 0 是好的初始猜 测). 借助蝴蝶同宿或 8 宇形同宿对它们进 




行分类.在同宿分支第一个和第二个鞍点量是什么？对两个模型通过同宿爆炸出现 
的周期轨道的稳定和不稳定流形的维数你能够说些什么？构造 Poincare 映射.口 
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本质映射，486, 487, 596 

边界鞍点平衡态，481 

边界系统，334 

边值问題，62, 66, 116, 138, 139, 215, 217 

变分方程，2, 146 

变置变换，102, 159 

变置的形式变换，74 

标准形，343 

不变，6, 433 

不变非主流形，50 

不变环面,177,180, 193, 195, 312, 459, 470, 
481, 632 

不变环面的产生，595 
不变环面的软生成，599 
不变集，6, 8 




不变流形 ， 46, 102, 110, 187, 191, 343, 351, 
391, 483 

不变流形的破裂，490 
不变曲面，453 

不变曲线，196, 455, 459, 461, 478, 490, 662 

不变叶层，226, 232 

不变圆周，91 

不变圆 W 的软产生，455 

不变中心流形，204 

不变主流形，56 

不变子空间，24 

不动点，84, 93, 3幻，361, 3 74 , 390, «6, 4 53 

不动点不稳定，460 

不动点乘子，85 

不动点的鞍-钴点分支，561 

不动点的倍刑期分支，561 

不动点分支，427, 429, 430 

不可定向的8字形同帘，575 

不可定向的 Lorenz 吸引子，683 

不可定向的蝴蝶同宿，574 

不可定向的冋路，581 

不可定向的阓埘映射 . 494 

不可定向情形，524, 

不可定向曲面，524 
不稳定 Lamcrey »线，88, 370 
不稳定不变流形，511 
不稳定不变子空间，19, 32 
不稳定不变子流形，61 

不稳定不动点，492, 495, 504, 524 
不稳定方向，89 
不稳定作主流形，384 
不稳定分界线，381 
不稳定复杂（弱）焦点，355 
不稳定焦点，19, 22, 91 
不稳定焦点（乎衡态 )， 57 
不稳定结点，19, 22, 88 
不稳定结点（平衡态 )， 57 
不稳定流形，121 
不稳定平衡态，418 
不稳定特征子空间，110 


不稳定拓扑结点平衡态，46 

不稳定拓扑源平衡态，46 

不稳定异宿环，335 

不稳定中心流形，211, 212, 214, 247 

不稳定主乘子，137 

不稳定主子空间，32, 33 

不稳定子空间，22, 23, 89 


C 

叉分支，350, 418, 638, 667 
产生軼点周期轨道，544 
产生不变环面，463 
产生周期轨道，534 
常規不稳定不变流形，241 
常 规不稳 定流形，235 
常规稳定不变流形，241 
常规稳定，237 
常規稳定浼形，232, 234 
常微分方程，1 

超格界 Andronov-Hopf 分支， 
«临界分支,418, 419 
帘轨道，545 
超 W；T •数，309 
檗子+1, 419 
喿子 —1,430 
持久性，195 
_密粗微分同狂，307 
从一侧不釘到达，332 
fi, 303 


粗不动点，426 
粗不稳定环，366 
粗环,303 
粗焦点，447 
粗平衡点，334 
粗微分同胚，307 
粗稳定周期轨道， 
粗系统，304, 307 
粗性，307 
粗埘期 轨线，85 




次线性估计 ，517 


D 

大范围，243 

大范闱鞍-结点分支，487 
大范闹稳定不变流形，57 
大范围不稳定不变流形，57 
大范闱不稳定流形，483 
大范围二分系统, 216, 226, 
大范围分支，472 
大范闱稳定，57 
大范围相图，396 
大范围映射，250, 475, 478 
563 


动力确定的边界， 
动力系统，4 


). 520, 


大叶条件， 
代表点，3 


尔参数族，400, 404, 455, 463 
单侧渐近稳定，510 
单侧稳定性，510 
碘个主特征值，137 
单圈同播回路, 5抑 
单值逆映射，191 
等价轨线，12 
等射,199 

笫二个 Lyapunov fi . 357 
第二临界悄形，352, 368 
笫二临界情形的规范形，354 
笫二情形鞍-热点，553 
第三临界情形，371 
浓一个 Lyapunov fi . 403, 
654 

第一个分界线 fi , 515 
第一类 ffl 的稳定性边界，595 
笫一临界情形，347 
笫一情形鞍点，553 
典范规范形，515 
定向图，325 
定性积分, 9 
定性研究，15 
动力不确定的边界，603 


：». 307 
t 数螺线, 


(多） 重极限环，452 
多项式变换，70, 73 

E 

额外退化性，648 
二 XW , 569 
二次切触，335 
二维 Poincart 映射，86, 6’ 
二维不变环面，195 
二霣分界线回路, 532, 584 
二重极限环，532 
二重同 帘回路，563, 565, 5 

F 

法坐标，139, 141, 151 
反向倍周期分支，563 
反周期，195, 196 
飞行时间，488, 505, 512 
飞行时间读败，488 
非粗乎衡态，406 
非粗系统,316 
非粗性系统，327 
非共振，74, 388, 431,464 
作共振函数，78, 162 
非共振情形，373 
非光搰 Klein 瓶，496 
非光滑 不稂定 流形，263 
非横截同宿轨道，334 
作横截相夂，339 
非 W 部，243 
非 W 部中心流形，243 
非平凡 Jordan 块，17 
非平凡不动点，446 
非乎凡平衡态，447, 666 
非平凡吸引子，340 
非齐次边值问题，68 
非奇异映射，99 
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非同伦（微分同胚>，193 

非退化分支, 85 

非退化假设，538, 583 

非退化同宿回路，564 

非唯一性，205 

非严格方法，338 

非游荡点，307, 308, 315 

菲游获轨道，324 

非游荡集，320 

非正则悄形，608 

非周期（轨线 )， 93 

非主，102 

非主不变流形，136 

非主不变子空间，55, 94 

非主不稳定不变流形，115 

非主不稳定子流形，244 

非主乘子, 94 

非主方向，21 

非主《部流形，56 

非主流形, 54, 55, 237, 473 

非主流形的分层，53, 104 

非主平面，19 

非主租定不变子汰形，115 

非主轴，88 

非主子空间，102 

非 0 治系统，178, 383, 391, 435 

分界线，19, 329 

分界线回路，332, 509, 514, 524, 534 

分羿线回路分支，528 

分界线», 564, 571 

分形，313 

分支，327, 332 

分支参数值，338 

分支点，350, 418 - 

分支集, 338, 402, 441, 571 

分支开折，450, 460, 558 

分支曲面，417 

分支图，426, 441，528 

封闭性引理，315 

负向 Poisson 稳定点，309 


负半轨线，4, 46 
复共轭，360 


F 轭乘子， 
f , 364 


复共< 

复杂， 

杂（退化）鞍点， 
复杂鞍-焦点， 35( 
复杂动力学，317, 


550, 



复杂稳定（弱）焦点，374 
覆迭，200 


G 


«形，12, 305, 328 
* 周期，314 
概网 期运动，312 
W 性生成，447 

刚性失去稳定性，445, 456, 597 
高维系统，333 


线性系统, 24 
离维线性峡射, 93 

共振，70, 157 
共振（超）平曲，74 
共振不动点，379, a 
共振多项式，76 
共振关系，372 
共振环®, 465 


397 


共振集，70 
共振阶，70, 157 
共振情形，374 
共振区域，464, 470, 490 
共振无限集，79, 80 


共振楔，464, 467 
共振埘期轨道，402, 459 
共振周期轨道分支, 463 
孤立（平衡态 )， 13 
光滑不变闭曲线，180 


光滑不变流形，58 
光滑不变曲线，460 
光滑不变叶层，212 
光滑动力系统，5 
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光滑共轭定理，208 
光滑环面，493 
光滑环域映射，468 
光滑流形，321 
光滑微分同胚，84 
光滑吸引不变流形，502 
光滑吸引不变曲线，565 
光滑叶层，210 
光滑主鞍点流形，61 
规范形，76, 636, 679 
规范形方法，398 
轨道-翻转分支，558 
轨道- 翻转同宿分支，564 
轨道规范形，355 
轨道稳定性，153 
轨线，315 

H 

耗败系统, 310 
悄同映射，92, 196 
横截曲线，400 
檟籤 轨线，323 
横戴相交，319, 321 
横戴性条件，264 
橫截异宿连接，306 
檄截族，402, 418 
蝴蝶宿，556, 573,688 
环，5 
环面，465 

环面代败 d 间构，194 
环面的稳定性，198 
环失去它的外形，599 
环体，313 
环域，182 

环域原理，182, 193, 457, 462 
回归轨线，7, 311 
汇,45 

混纯，327, 470, 490 
混沌性态，659 
混沌准则，324 


J 

积分曲线，2 
积分系统, 9 
基，210 


基本解矩阵，146 
级联，5 
极大开集，204 
极大链，325 

极 W 环，10, 82, 358, 392, 519, 530, 572, 650 

极限环的唯一性，528 

极限环分支，332, 477 

极限-拟周期，313 

极小集，7, 9, 181. 200, 312 

勉,417 

尖点，618, 619 

尖分支, 412 

筍单鞍-结点，328, 348 
筒单动力学，316, 333 
简单间 宿回路,565 
渐近表达式, 405, 418 
»近«范形，637, 644 

渐近稳定，344, 345, 357, 362, 363, 365, 384, 
391, 392, 656 
渐近相，153 
撕 近形式, 648 

交叉形式，172, 183, 190, 323 
焦点，53, 104, 610 
结点，53, 611 
结点 （+), 104 
结点 （-), 104 
结点区域，44, 481 
结构不稳定，316 
结构不稳定点，44 
结构不稳定平衡点, 44 
结构不 穗定性 ，337 
结构不稳定周期轨线，213 
结构稳定，82 
结构稳定鞍点，57 
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结构稳定不动点，99, 115, 126 
结构稳定的周期轨线，85, 201 
结构稳定平衡态，13, 41，198 
结构稳定性，321 
截断规范形，81 
截面，83, 181 
斛 ， 1 

解析不变流形，57 
经验混沌特性，312 
局部不变集，50 
甸部不 变流形，237 
W 部不变中心流形，206 
局部不稳定流形，46, 58, 364 
紉部分支，204, 398 
«部简化，213, 214 
衂部扩展稳定 流形，252 
局部理论，12 
M 郎情形，243 
W 邢拓扑等价（系统 )， 44 
埚 W 拓扑等价的周期轨线 . 100 
W 部扭定不变流形，98, 383 
祕部稳 定流形，46, 58 

M 部映射, 250, 251, 475, 480, 510, 517, 520, 
547, 563 
局郎 化，484 
W 部中心流形，208, 213 

K 

开区域，316 

可定向8字形同宿，576 

可定向的脚周術分同胚，199 

可定向情形，525 

可定向曲线，4 

可允许•偶，570 

控制参数, 399 

快-慢系统，504 

快系统，502 

快周期轨道，502 

框架，12 

扩展不稳定不变子空间，33, 96 


扩展不稳定流形，61, 248 
扩展不稳定特征子空间，115 
扩展不稳定子空间，34, 40 
扩展稳定不变子空间，33, 96 
扩展稳定流形，61 
扩展 稳定特征空间，247, 263 
扩展稳定特征子空间，115 
扩展相空间，2 


L 

fi 天突变，205, 472, 495, 496, 504, 596, 599, 
670 


篮天突变的 Medvedev 构造，668 
离欹动力系统，5 
联边分支, 479 
联边同宿回路，478 


链，324 

链规則, 


590 


两个环，450 
临界 鞍点，366 

tt 界不动点，361, 366, 388, 396 
临界节点，17 

桩界平衡态，343, 346, 399 


临界情形，204, 398 
临界周期轨进，399 
零軼点 S . 528 


流形，357, 552 
淹形的不变性，102 


淹形的维败，46 
孪生对, 312 


式，549 
子，15 


M 

換数，335 

魔鬼楼梯，636 

魔鬼轮 ，605 


N 

内分支, 334 

拟极小集，7, 9, 312, 570 
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拟极小吸引子， 5 n , 574 
拟周期轨线，459 
拟周期函数，181 
拟周期机制，464, 468 
拟周期解，182 
拟周期流，7, 570 
“逆时间”系统, 3 
逆时针方向，18 
“逆时针方向”的同心圆，43 
逆映射，128 
黏合，382 
黏合分支,679 

o 

喁映射 ，182 

P 

拍频阑制，478 
排斥，154, 365, 367, 500 
排斤 区域，660 
排斥煳期轨线，154 
儀序，73 
频串机制，470 
频年谪 ，470 
平凡共振，372 

平衡态，2, 9, 13, 236. 304, 339, 344, 351, 
394, 470, 472 
平均定理，629 
平均系统，627 
平面分支，407 
破裂点, 470 
进，106 

Q 

齐次多项式，70, 158 
齐次系统，167 

奇怪吸引子，8, 15, 316, 507, 557, 

奇摄动系统，500 
铅丑 长条，322 
嵌人，507 
嵌人流, 505 



强不稳定不变叶层，212, 241 
强不稳定流形，553 
强不稳定子流形，244 


强共振，470 
强共振值，376 
强稳定，365 


强稳定不变流形，211, 343 
强稳定不变叶层，205 
强稳定不变子空间，31 
强稳定流形，329, 363 
强 ©定叶 层，213, 483 
强稳定子流形，247 
倾角-翻转分支，555, 558 
球，179 

曲线三负形，34 
全纯积分，357 
屏性质 ，2 


R 

软性失去租定性，444 
弱，312 

弱鞍-焦点，374 
弱共振，76, 376 
弱热点，329 


S 

三角形式，210 
三重不 梯定性 ，知5 
失去光滑性， 4 H 
失去稳定性, 452, 604 
时间变换，3 
时间尺度化, 3 
时间反向，22, 211 
实 Jordan 形，93 
示意明，12 
双参败族，448 
双涡形管 Chua 吸引子，678 
双涡形管吸引子，15 
双向渐近轨线，77, 330 


双向无穷轨线 ，5 
水平长条，322 
顺时针直角螺线，87 

T 

特殊轨线，11 
特征方稈，146, 203 
特征方向，244 
特征根，146 
特征空间，245 

特征值，14, 74, 85, 93, 150, 318, 320,443 

特征指数，14, 25, 148, 247, 263, 403, 443 

特征子空间，53 

提升，200 

跳跃方向，128 

淬衍时间，476 

通向躲天突变的进路，501 

通有族，400, 402 

同步化，199, 327 

同胚，4, 42, 96, 156, ：99, 304, 318,365 
同胚于 M 6 biua 带，601 
同宿二重级联 . 684 
同帘分支，472, 679 

同帘轨线，6, 161, 244 , 247, 319, 320, 324. 

334, 470 
间帘环，243 

同帘回路，77, 243, 244, 246, 249, 265, 305, 
359, 472, 509, 534, 545, 563, 674 
同宿冋路分支，555, 564 
M 心圆，42 
凸闭集，172 
凸闭了•集，190 
凸壳，74 
退化，343, 352 
退化鞍-结点，481 
退化平衡态，350 
退化悄形，93 
退化映射，92 
桷岡痢形，397 


拓扑不变量，328, 335 
拓扑等价，42, 44, 336 
拓扑等价系统 . 307 
拓扑分类, 41 

拓扑共轭，96, 98, 99, 127, 336 
拓扑结点，100 
拓扑类垫，99 


W 

完全不稳定，75, 154, 347 
完全不稳定不动点，95 
完全不稳定乎衡态，61, 394 
完全不稳定周期轨线，394 
完全退化不动点，370 
危除边界，596 
危険稳定性边界，594 

徽分网胚，4, 159, 178, 182, 307, 317, 320 
334 , 361, 493, 520, 548 
唯一不动点，168, 186 
唯一解，184 
伪投影，32 

稳定，14, 19, 95, 213,433 
a 定平衡态，15 
»定不变流形，126 
稳定不变中心流形，211 
稳定不变子空间，19, 32 
租定不动点，480 
«定复杂焦点，3£5 

稳定焦点，17, 21，31, 53, 55, 91, 95, 449 
稳定结点，16, 19, 21, 31, 53, 88 
稳定结点 （+), 95 
棣定结点（-)，95 
稳定流形，121, 136, 157 
给定特征子空间，110 



拓扑汇平衡态，45 
拓扑结点平衡态，45 


稳定性边界，603 


稳定性区域，204 


稳定中心流形，211, 212, 214, 247 


拓扑鞍点，46, 100 


稳定周期轨道 ， 448, 467 
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绘定周期轨线，82 
稳定主流形，448 
稳定主子空间，32 
稳定子空间，23, 89 
无切曲面，346 
无穷退化不动点，370 
无穷返化平衡态，352 

X 

吸引，365, 392, 394, 544 
吸引盆，317, 318, 320, 433, 434, 447, 459, 
596, 675 
吸引区域，8 
吸引涡流，686 
吸引云，596 
吸引子，8, 496, 502 
线性化系统，14 
线性化映射，84 
线性系统，15, 74, 75 
线性映射，85, 99, 173 
向量场，518 
相轨线，2, 4 
相空间，4, 309, 452 
相明，352, 389, 393, 397 
相应运动，3 
小分母问題，75 
小叶条件，491, 496 
楔，35, 412 
形式级数，74 
序数，309 
旋轮线形状，38 
旋转数，200 
旋转向 fi 场，305 
循环变燉，178 

Y 

压缩，475 
压缩映射，168 

亚临界 Andronov-Hopf 分支，449 
燕尾，416 
叶层，344 


叶层的叶片，210 
叶状邻域，339 
—般位置，245, 399, 404, 


一对复共轭乘 : 
一阶非粗系统, 


子，463 
328 


，260 

轨线，260, 319, 325 
环，260, 263, 333, 3! 


—维 Poincare 映射 ， 679 
移位映射 ， 319 
异宿， 

异宿！ 

异宿环， 

异宿环分支 ， 567 

异宿回路 ， 260 

»宿连接 ， 305, 577, 584, 6 t 

膊流形 ， 314 

映射，127, 136 

映射族 ， 453 

游珑点 ， 307 

冇限#败族，78, 161, 163 
冇限光 W 变*变换 ， 76 
余堆 fc 分支 ， 402 
余推 1, 331, 335, 403, 442 
余缮 1分支 ， 339, 490 
余维2, 6 M 
余推2分支 ， 555 
余维2分支曲面，401 
余推2間帘分支 ， 509 
余堆；:分支曲面，402 
圆周傲分同胚 ， 199 
阓周映射，469 
源，46 

约化定现209, 487, 505 


576, 583, 584 


Z 

折分支，595 
振动机制，303 
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沿着 Poincar 6 以及著名的 Andronov 非线性振动学派的脚步，本书 
君眼于髙维非线性动力学的定性研究。书中阐述的许多定性方法和工具 
只是在最近才被发展起来的，且还没有以教科书的形式出 现过。 

本书保持自封的特色。所有课題都介绍了发展背祭且保持了数学 
的严瑾，并 K 以丰富的插围和离水平的阐述,> 本书适合对非线性动力 

学-个极为迷人的领域一严格数学基础感兴趣的初学者 、髙年 
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之前还没有在11科名中出现过 这本名写 得很好，并 t 漂亮的插围.冏时 
教学上非常产这(矣杳地方非 常有技 巧性） 它吋任 何一个人都有患义 .包 
括从大学 本科生 到研究生水乎的希®学习 (大范 闽> 分支数学理论的非专 
家读者， 
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